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Vorrede

Das vorliegende Werk enthilt die Endresultatemehr-
jahriger Forschungen nach solchen riumlichen Fun-
damentaleigenschaften, die den Keim aller Sitze, Po-
rismen und Aufgaben der Geometrie, womit uns die
“iltere und neuere Zeit so freigebig beschenkt hat, in
sich enthalten. " Fiir dieses Heer von auseinander
gerissenen Eigenthiimlichkeiten mufste sich ein lei~
tender Faden und eine gemeinsame VWurzel auffinden
lassen, von wo aus eine umfassende und klare Ueber-
sicht der Sitze gewonnen, ein freierer Blick in das
Besondere eines jeden und seiner Stellung zu den
iibrigen geworfen werden kann. Wenn Jemand alle
bis jetzt bekannt gewordenen Sdtze und Aufgaben
nach -den bisher ublichen Vorschriften zu beweisen
und zu lésen sich vomehmen wollte, so wire dazu
viel Zeit und Mithe erforderlich, und am Ende hiitte
man doch nur eine Sammlung vor ‘auseinander lie-
genden, wenn auch sehr scharfsinnigen, Kunststii-
cken, aber kein organisch zasammenhingendes Gan-
ze zu Stande gebracht. - Gegenwirtige Schrift hat es
versucht, den Organismus aufzudecken, durch wel-
chen die verschiedenartigsten Erscheinungen in der
Raumwelt mit einander verbunden sind. Es giebt
eine geringe Zahl von ganz ‘einfachen Fundamental-
beziehungen, worin sich der Schematismus ausspricht,
nach welchem sich die iibrige Masse von Sitzen fol-
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gerecht und ohne alle Schwierigkeit entwickelt.
Durch gehorige Aneignung der wenigen Grundbe-
ziehungen macht man sich zum Herrn des ganzen
Gegenstandes; es tritt Ordnung in das Chaos em,
und man sieht, wie alle Theile naturgemafs in ein-
ander greifen, in schénster Ordnung sich in Reihen
stellen, und verwandte za wohlbegrenzten Gruppen
sich vereinigen. Man gelangt auf diese Weise gleich-
sam in den Besitz der Elemente, von welchen die
Natur ausgeht, um mit moglichster Sparsamkeit und
. auf die einfachste Weise den Figuren unzihlig viele
Eigenschaften verleiben zu kinnen. Hierbiei macht
weder die synthetische, nioch die analytische Methode,
den Kern der Sache aus, der darin besteht, dals die
Abhingjgkeit der. Gestalten von einander, und die
Art und Weise' aufgedeckt wird, wie ihre Eigen-
schaften von den einfachern Figuten zu den zusam-
menpesgtetern sich fortpflanzen. Dieser Zusaromen-
~ hang und Uebergang ist die eigentliche Quelle aller
iibrigen vereinzelten - Aussagen der Géometrie. . Ei-
genschaften der Figuren (wie z B.idie conjugirten
Durchmesser der Kegelschnitte ; sechs Punkte oder
Strablen, welche Involution hilden; das mystische
Sechseck: und Sechsseit; -u. s w.), von deren Vor-
handensein man sich, sonst durch kiinstliche Beweise
iiberzeugen, mufste, und die, wenn sie gefunden wa-
ten, als etwas YVunderbares dastanden, zeigen sich
pun als nothwendige Folgen. der unscheinbarsten
Eigenschaften der aufgefundenen. Grundelemente,
und jene sind a priori-durch diese gesetat... ..
‘Wenn nun wirklich .in'diesem VWerke gleich-
sam_der Gang, den die Natur hefolgt, anfgedeckt
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wind,i spriwerden alle hier: synthetiich: entwickelten
Resultate: sich natiirlicher Weise auch durch anas
Wytische Hiilfsmittel aufinden lassen, was meines Er
achtehs durchaus nichts Ueberraschendes in sich.
tragen kann.  Dér Analyst, der dieses. ausfiihrt, hat
micht mebr als seine Pflicht gethan, wenn er jeden
Portschritt. der Wissenschaft benutzt, und sich den-
selben sg zur Lehre dienen lilst, dals seine Methode
damach vervollstindigt wird, “Auch ist es recht ei-
gentlich seine Sache, jene Resultate ru verallgemes:
nern, und ich sollte meinen, dafs seine Arbeit nicht an
ihrem'Wettthe verlieren wiirde, wenn er es unterliefse,
gegen seinen Wegweiser sichvornehm zu geberden.
. Der Streit, welcher sich vor nicht Janger Zeit
zwischen den zwei, in Riicksicht auf die Geometrie
verdienstvollsten, franzosischen Mathematikern, iiber
den Vorzug des Prinzips der Dualitit und der
dThéorie des:polaires reciprogues entspann *), wird,
wie ichr glaube, durch die vorliegende Entwickelung
unzweideutig: entschieden, so dals ich es nicht fiir
aithig halte, ‘hier darauf weiter- einzugehen. . Die
Dualitis tritt mit den Grundgebilden zugleich hervor,
jene - Theorie -hingegen .kommt: erst spiter;, als Re-
sultat: bestimmter Verbindungen der.: Grundgebilde,
zym Vorschein: WVenn aber-auch das Gergonne-
‘sohe Prinzip sich. in- dieser Hinsicht - als das primi-
Ativere, der Quelle.niher liegende, - bewihrt, so hat
doch: Poncelet ein gleich guofses Verdicnst, so
.yiel :zur Entwickelung und Forderuug der syntheti-
‘schren Gmmetrie‘beigetragcn zu haben, dals diese

) Buuclm unwenel , aoiit 1827, Pag- 109 nnd Aaulev de
’Mdﬂémﬁqm. tom. XVIII, pag. 1:5.°
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fortan nichs miehr rist jener Getingsohitanng; behan-
delt werden darf, welche man:ihr in neuererZeit gar
zu oft und gar zu leichtfertig- zu Theil werden Liefs.

Uebngens tritt die gemanate Theorie durch die ge- -

genwirtige Entwickelung in vellstindigerer uind. ali-
gemeinerer Gestalt hervor, als es'in ihrer' fritheren
Darstellungsweise geschehen konbte, wobei indessen
nicht zu iibersehen ist, dafs derscharfsinnige Moe-
bius zuerst eine freiere Auffassung dieser Theorie
ans Licht geftrdert hat (Barycentr. Calciil). .
Das ganze Werk wird seiner' dulseren Einthei-
lung nach aus fiinf Theilen und zugleich aus fiinf
Abschnitten bestehen, von denen der ersté: ,pro-
jectivische Gerade, ebene Strahlbiischel
uvnd Ebenenbiischel;” der zweite: ,,projecti-
vische Ebenen und Strahlbiischel (im Raun~
me);” der dritte: ,projectivische Riume;” der
vierte: ,Correlations-Systeme und Netze
(mit Einschluls der Involutions- Systeme. und
Netze);” und der fiinfte: ,ausfiihrliche und
umfassende Behandlung der Curven und

Flichen zweiten Grades, durch Konstruc-

tion und gestiitzt auf projectivische Ei-
~genschaften,” enthilt. Auflserdem werden noch
zwei Theile mit diesem Werke in Verbindung ge-
bracht, wovon der eine:.,iiber Punkte .und
Axen der mittlern Entfernung (mit Einschlufs
der mittlern harmonischen Entfernung), iiber Trans-
versalen, etc.” handeln wird, und worauf vorher-
gegangene projectivische Eigenschaften angewandt
werden; der andere Theil hingegen der Elemen-
targeometrie gewidmet ist, und der Hauptsache
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nach: ,¢inesystematische Entwickelung der
Aufgaben und Siitze liber das Schneiden
und Beriibren der Kreiseinder Ebene und
auf der Kugelfliche, und der Kugeln® ent-
halten wird. Dieser letztere Theil sollte schon friiher
im Druck erscheinen und war bereits im J. 1826 bis
auf einen Anhang, welcher versehiedene Anwendun-
gen der stereographischen Projection enthalten sollte,
ausgearbeitet, was auch schon anderweitig angegeben
worden (Journal f. Mathem. Bd. 1, S.163.); al-
lein da mehrere darin enthaltene Betrachtungen nur
besondere Fille von solchen sind, welche in den
ersigenannten fiinf Theilen vorkommen, und wie-
derum einige iiber Kreise und Kugeln selbststindig
entwickelte Sitze, sich unmittelbar auf bestimmte
Systeme von Curven und Flichen zweiten Grades
iibertragen lassen, wie solches in jenen fiinf Theilen
nachgewiesen wird: so ist es zweckmifsiger, ihn erst
pach diesen folgen zu lassen.

Die Hauptresultate, welche in diesem Werk ent-
wickelt werden, habe ich schon vor mehreren Jahren
gefunden (und zwar die letzten vor der Mitte des
Jahres 1828.), in einer Epoche wo mir, als Privat-
lehrer, mehr Zeit und Muflse zu Gebote stand, als
seither, wo nicht selten dritiekende Amtsgeschiifte die
Ausarbeitung verzogerten. Dafs mittlerweile Einiges
davon ins Publicum gekommen ist (wie z. B. nament-
lich ein Theil der Resultate in §. 59. dieses Bandes),
ist leicht erklirlich, da ich kein Geheimni(s daraus
machte. Diese Theilnahme war mir ein Beweis,
dafs meine Untersuchungen Beifall finden, sie erregt

jetzt in mir die Hoffoung, dafs nun auch die vollstin-
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dige ‘Mittheilung ' derselben nicht . unberiicksichtigt
bleiben- werde, derm:es ist:nicht unwahrscheinlich,
dafs. durch gehéiige Verschmelzung von Resultaten
und Ideen desEinen mit Methodén des Anderni-noch
mehr als eine neue Entdeclmng sich' machen
laasen werde. . . : L
" Da friihere Arbeiten von mir, welche 1ch in. elm'
zelnen Abhandlungen im Journal fiir Mathema:
tik und in den.Annales de- Mathemahques
bekannt gemacht habe, den Beifall: von unparteii-
schen Sachkénnern sich erworben haben *), so glaube
ichi- wichl mit einiger. Zuversicht. die Hoffnung hegen
zai diiifen, dafs nun auch:der gegenwirtigen Arbeit;
welche nach derselben Methode, aber in einer allge-
meineren; umfassenderen Anlage begonnen ist, eine
picht. minder giisstige Aufnahme izu Fheil ‘werden
wird,., Hierzu. fiige ich den ‘Wunsch, dafs der. ge-
neigte Benrtheiler. die von mir unterlassene Ausein-
andersetzung des Verhiltnisses meiner Arbeit zu den
#tern und neuernArbeiten Anderer iiber denselben
Gegenstand, erginzen moge. . Alle wichtigern, schon
von Andern aufgestellten Sitze, habe ich, so weit
mein Wissen reichte; ithren Urhebem emvelnfzuge-
schriecben. - : L
Berlm, im Seplembex‘ 1832 L
. SR Stemer.
’i)lSuhe Arnales,de Mathém. tom. XVIL (No 7, 10), XVvill
u. XIX.; Bulletin des scionces mathématigues, tom. VII, VIII, lX,
X u X] 1827 — 1839, Aﬂgememe theratnr-Zeltung. 1831;
Mathemat., Worterb. Thl. 6 u. 6; u.'s. w. Auch sind vlele
Resultate daraus schon in Lehrbiicher und andere Werke aufgenom-
men worden, so wie auch eine Abhandlupg und mehrere einzelne

meiner Silze von Gergonne, dem Herausgeber der genannten An
nalen, yns Frenzisische Gibersetzt worder gind. : HEEN -

N
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Einleitende Begriffe.

L Dio in der Geometrie erforderlichen Grund-
vorstellungen sind: der Raum, die Ebene, die Ge.
rade (gerade Linie) und der Punkt. Zum Bebufe der
in dem vorliegenden Werke durchzufiibrenden Betrach-
tungen ist es erforderlich einerseits, diese Elemente in.
Ansehung der Art und Weise, wie sie einander unter.
geordnet sind, d. h., wie die einen die anderen in sich
enthalten, und andererseits, bestimmte Zusammenstel-
lungen derselben auf folgende Weise scharf aufrafas-
sen und als Grundgebilde festzubalten.

I. Die Gerade. In der Geraden sind eine un-
z3hlige Menge unmittelbar auf einander folgender Punkte
denkbar, die sich, von irgend einem derselben ausge-
hend, nach zwei entgegengesetzten Seiten hin ins Un-
endliche erstrecken.

II. Der ebene Strahlbiischel. Durch jeden
Punkt in einer Ebene sind unziblige Gerade mdglich;
die Gesammtheit aller solcher Geraden soll ,ebener
Strahlbiischel,” oder ,Strahlbiischel in dex
Ebene” heifsen, nimlich die Geraden sollen, in An-
sebung dieser Zusammenstellung, ,Strahlen” heifsen,
~ und der Punkt, in welchem sich die Strahlen schnei-
den, soll ,Mittelpunkt” des Strahlbischels genannt
werden.

lIII. Der Ebenenbiischel. Durch jede Gerade
sind unendlich viele Ebenen denkbar; alle solche .Ebe-
nen zusammengefafst sollen ,Ebenenbiischel,” und
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die Gerade, in welcher sich dle Ebenen schnenden, soll
yAxe” des Ebenenbiischels heifsen.

1V. Die Ebene. In der Ebene sind zahllose
Gerade und Punkte, oder ebene Strahlbiischel enthal-
ten. (Jeder Punkt der Ebene ist Mluelpunkt eines in
ihr liegenden ‘Strahlbilschels.). .

V. Der Strablbiischel im Baume. ‘Durch je-
den Punkt im Raume sind, pach allen moglichen Rich-
tungen, unziblige Gerade oder Strahlen denkbar; alle

solche Strahlen insgesammt sollen ,Strahlbiischel

ini' Rauine,” oder schlechthiti ,,St'ra‘blbiischel” und
der Pankt, in welchem sich- die Strahlen schneldén doll
'Mlt‘telpunkt" des Strahlbtischels heifsen.  Ein' el
ces ‘Strabiblischel enthalt nicht mar uneiidlich viele
Strahlen, sondern er umfalst auch zahllose ebene Sn-ablA
buisehel (IL) und Ebenenbdischel (HL) als -unter reord-
riete Gebilde odér Elemcnte, denn es' giebt éndlod viele
Ebenen, die durch dessen Mittelponkt geben, und alle
Strablen; die in eine solche Ebene fallen, bilden: eiveri
ebenen Strablbtischel, und ‘allé solche Ebenen, die dutch
einen und denselben Sirahl gehen; bilden einen Ebenen-
buischel; von solchen ebenen Strahlbtischéln: und Ebe:
nenbitscheln * soll aber " gesagt: werden, sie llegen im

Strahlbtischel im Raame.

Die Betrachtung der vorstehenden fiinf Raumgebilde,
n!hnhch das Beziechen derselben aufeinander bei ver-
schiedenartigen Verbindungen und Zusammenstdlungem
macht den Gegenstand der ersten fiinf Theile des vor-
Kegenden Werkes - aus, Das Ergebnifs wird zeigen,
dafs diese Gebilde in der That die eigentliché
Grundlage der synthetnscben Geometrie sind
Die Fundamentalbeziebungen, auf welchen alle Un-
tersuchungen ‘beruhen, siiid folgende. * :
Es werden aufeinander bezogen:

a) Gerade un'd ebene Strahlbitséhel. - Auerst
-werden eine Gérade 'und em’ ebener-Strahlbtisthel

- aufeinander- bezogen; ¢o - dafs ihte Elemente ge-
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Einleitende Begriffe. XV

paart wind, d. h., dafe jedem Punkt de? Geraden
ein bestimmter $trabl .des Sirablbiischels entspricht. -
- Sodann - werden sewohl '‘Gerade umter sich, als
ebene Strahlbitschel unter ‘sieh- abnhcherwenoe anf-
"+ einander: bezogén. - :
b) ‘Ebenenbtischel und sowobl - Gorade als
ebene - Strahlbfischel. - REin - Ebenenbtisehel
. - umdeine- Gerade, oder ‘¢in::ebemer ‘Strublbtisctrel
1. werden aufeinander bézogen, 80 dafs ibre Elemente
- ..gepaart' sind, d. b, dafs jeder Ebene des Ebesen-
-+ hitschels ein bestimmter- Punkt der Geraden; oder
. ein bestimnter Strahl des ‘Strablbtischels entspricht:
-Achnlicherweise werden Ebernenbtischel mter nch
aufeinander bezogen. .
c) Ebenen und Strahlbtischel (im Raume) le-'
. erst werden- eine Ebene und ein Strahlbiischel so
' atfeinander bezogen, dafs ihre Elemente sich wic
folgt entsprechen:

jedem: Punkt in-der ..... ein’ Strahl im StraMa
. +Ebene:” . - - . . Dtischel, o
o )ed&r Geradenin der ..... eine Ebene im Strahl-
' - Ebene - ‘ " bltschel; - -l

- Sodaun geschieht die Beziehung auch so, dafe 1bwo
Elemente einander in anderer Ordnung entspreches!
Achnlicherweise werden sowobl Ebenen unter- sich,

- als Strahlbiischel umter sich awfeinander bezogen.
d) Rinme unter sich. Zuetst ‘werden zwei Réume
-{d. b der ganze oder absclute: Ranm - doppelt ge:
i +.idacht, 8¢ ‘dafs beide Riume .einhinder derchdrin.
gen) so ‘aufeinander bezogen, :dals jedem - Elenent
~ des einen Raums ein bestimmtes, gleichartiges Ele-
ment des andern Raums entspricht; und weiter
werden sie so auf einander bezogen, dafs auch un-
gleichartige Elemente einander entsprechen.
So wie die Grundgebilde ihrer Natur nach einan-
der entgegengesetzt sind, nimlich



XVl Einleitende Begriffe.

a) die Gerade ..... dem ebenen Strahlbiischel,

£) die Gerade ..... dem Ebenenbiischel,

#).der ebene Strablbilschel ..... dem Ebenenbilschel,

0) die Ebene ..... dem Strahibéischel
und sich solchergestalt aufeinander beziehen lauen, dafs
ibre Elemente einander paarweise entsprechen: eben so
stehen auch, im Allgemeinen, ibre Eigenschaften, ihre
Verbindungen (za Figuren) und die aus diesen hervor-
gebenden Sitze einander auf bestimmte Weise enigegen,
d. b., kommen der einen Art von Gebilden gewisse
Eigenschaften oder Sitze zu, so finden bei der jedes-
maligen entgegengesetzten Art von Gebilden ehenfalls
bestimmte, jenen entsprechende, aber ihnen ewtgegen-
gesetzte, Eigenschaften und Sitze statt. Das Wesen
dieser Dualitit von Eigenschaften und Sitzen.ist also
durch die Grundgebilde selbst, d. h. durch die wmfas-
sende Vorstellung der Raumelemente, nothwendig be-
dingt. Damit die Begriindung dieser Dualitit auf na-
turgemifse, klare Weise hervortrete, und sich als
wahr bewihren moge, soll die Betrachtung, so viel es
sich thun lifst, so gefijirt werden, dafs- die -einander
entgegenstehenden - Gebilde immer zugleich untersucht,
ibre entsprechenden Eigenschaften nnd Sitze zugleich
entwickelt und neben einander gesjellt werden.

. Der Hauptinbhalt, oder das Wesentliche der ge-
sammten Resultate die durch dieses Werk erzielt und
erreicht werden, bestebt, wie es sich schon aus der
vorstehenden Uebersicht ohngefihr entnehmen lifst:
»in Untersuchungen .itber die Abhingigkeit
der Gestalten (Fignren) von einander.”
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" 2 Beﬁnden snch em eben?: Strablbﬁ.sqbel ﬁ {Kig,
l) und u-g.end eme Gcrade A, Idne nicht }lurch dessen
Mnuelpunkt gcht m eme; Ebene,'so bapen si¢ fo{gende
Beucbnns zy e emander . " .
| Durch )eden Pupkt ,a, b, c, Dy eres, der G;raden geht
ein Strabl a,b,c,d, veee des Strahlbﬂschels, ;und, umge,
kebrt, jeder Strahl des Tetzteren begegnet der Geraden
in irgend einem Punkte. Um die Aufeinanderfolge der
Strahlen sowohl als der Punkte ‘richtig aufrifdsser; Tasse
man ‘in der Vorpfeﬂqng einen Strahl.qlphnhewesen, so
dafaermchundmchmdnehymeswdendaa
iibrigen: golangt; ‘so. -wird der: itim- mgehbﬂge’ ‘Punki
glencbzc,mg die Gém!e durchlanfen, und nach’ nﬂ li&ch

1



2 Von proj.~Gend¢‘:n u, eEn. "Straﬂ!).. in d. Ebene. 2.

die Stelle eines jeden der iibrigen Punkte einnehmen.
Man lasse z. B. den Strabl p, vom Mittelpunkte B aus
betrachtet, sich rechtsherum bewegen, so dafs er nach-
einander in die Lage von d,a,f q,h,c;b kommt, so wird
der Punkt p die Gerade so durchlaufen, dafs er nach-
einander in dic Stellen b,q,f,q,5,¢,6 gelangt, und folg-
lich sich stets nach einer und derselben Richtung
hin bewegt. Ny dipidep dinkigen; besondegen Lage des
Strghles, wo, ef wlich nit der, Geaden A, paralle}
ist, welches efwa bei g der f'a)l, sein mag, figdet kein
wirkliches Schneiden, desselben’ mit der Geraden statt;
da aber sowohl vor. als ',n'ac.:‘h,‘ dieser Lage"st.ets ein
wirkliches Schneiden ‘statt findet, und zwar, da der
unmittelbar vorhergehende Durchschnitt in der grofst-
moglichen Ferne puf der Seite ithes § hinaus, und der
upmitte}bar ngcbfolgendé_ Durchschnitt in der grofstmdg- -
lichet Ferne auf der anderen .Seite ‘iiber, { hinaus liegt,
so soll in der Folge der Uebereinstimmung wegen ge-
sagt werden, der Strahl q sei nach dem unendlich
entferntem Punkte dex.Geraden: A - gericlitet; ‘@nd es
soll dieser unendlich_entfernte Pupkt, wenn gleich der-
* gelbe Jh ‘der Figur' ‘nicht wirklich ‘hniufréffen ibt, durch
§ Bezeichnet werddn. ~ Defunich hlus die Gerade &' nur
éinen unendlichéntfernten’ Punkt'q, und’ mar'’ kann
sich denselben sowohl nach der einén’ Seite (libiér §
binaus) als nach der anderén’ (tiber f hjtiaus) hin liégend
vorstéllen®), "'Auch’ folgi' hiernacki '

[ I

 dafs smggkelict en
Ty e RV Y SN TR TR G SR CR
< % Dafs_jn.elner Geraden .nuo; edn, aintiger, nuendlidh ent.
fernter, Punkt gedacht vgsrg(on dacf, wird ig der Ffl&' durch viele
unbestreitbare Thaisichen bestitiget werden.' Dahin gehtren z, B.
3ls: Asymptetew dér Hyporbel: - Eite Geraile! hintn 'bekinntlich die
wd::.qim;h pigp:; M;nh‘!ebaﬁinn.- Nup - wird .aban allge-
nein die, jlsymplote 3)s Tangente angesehen, gloren Berghrungs-
:‘»‘unkl nnea'xdﬂ:: entfernt Tst; da’aber zv'vti Lﬁi dm-q yperbel,




2 0 b EiseuGetado w, cin Strablh .- . ¢ 8

Stvabl, :dér mach dem' unendlich entfernten Puakié -dev
Geradén 'A: gerichtot ist, nothvemhger Weibe it ﬁr
parallel - sein mufs, . P

1.7 Ve ded Pcnhen -in- der- Genden ‘A nilh.at neh
dehinach ‘einer: vor allen tibrigen auf eine eigenthiim-
¥ehe und: bestimmte 'Weise aus, niimlich’ de# unendlioh
entfernte ' Punkt g. : Die besondere Eigenschakt dieses
Puoktes gewshrt in der Folge 3fter grofsg Vortheils,
wénn- man ibs, anstatt irgend eimes der iibrigen Punkte
zu' Holfe nimmt. © Der ihm: zugehdrige -Strabl q; .der
wimlich niit der' Geraden A -parallel ist, soll von nun
an ,Parallelstrahl” heifsen. Dieser Strahl gewdhrt
&hnliche Vortheile, wie )ener Punkt, nach welche- er
gerichtet-ise. . - o !

- ‘Hat nianeuf obige Weise &mn ebe-en Stxihlbacqbd
B:und eine Gerade A dergestalt auf einander bezegen,
dafs ibre: Elemente pasrweise zusamméngehdres, mtm-
lich dafs die Punkte a,5,¢,d..... in der.Geiaden A
den Strablen- a; b, ¢, d..... 'im.Strablbtischel B! extspre-
chen, 30 knom man diese Beziehung festhaltén, wihrend
man die Gebilde: (A, B) selbst auf irgend eine i Weise
#re urspriingliche Lage: tindern lifst, ‘d. h., wman:.kamm
dieselben in ‘eine solohe Lage denker, wié etwa in’ (Fig.
2.); wo swar nicht mehr. die Strahlén: des Strahlblschiels
durch die- ibwen - entsprechenden Punkte der Géraden
gehen; aber wo sowpbl jeme Strablen fir sich, als diese
Punkte fir sich ibve gegemseitige Lage.:micht gedindent
haben. - Jede solche vertinderte Lage - dex  Gebilde; wo
némlich die Strahlen des’ Strahlbilnlmh B nnhdmhr

'._...J—a.-—-a.a."- IR |

nach: entge-engaemen Seiten hin, snch d¢ Asyuiptote M's Uneu-'
liche fort glelcbmll‘ng nihern, so mul's folglich. ihr.

soyvohl nach der einen als nach, 401' alderen Seite l'm mndhch
entfernt liegen, und folgl;ch ist in der Aqmptote nar ein einziger
‘unrendlich ehtferitét Punkt!imzadehineh. e AT

l*
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diirch die 'ibnen: Areprilaglishaugelinigen Pinkéd . doc
Geeradan A gehen, soli.foftan ,sdhiefed.age” hbifseis
wogegen die urspriingliche Lage »perapectivibah
- genanmt ‘werden.soll. . Fernier-soblen di¢ Gebildé/ A, B,
wenh sie . anf. die -angegeligne: Weise . avieinanter. dbdy
sogen -siad, dafs whmlich- ibre Zlements (Punkie nind
Strahlen) ‘nach der Oidnung in der sig einNnder. puarr
wieis . entsprechen, . bestinmt : tnd:. ledlgohalten,. sind,
Jprojestivisch” beilsed. .. Wean . iibuigems .in. der
Folge,.gesagt-wird;. zwei .Gebilde . A, B :seien. perep ao-
tivisch; b will dies so viel sagen, als die Gehilde reien
ptopctinsch und' befinden sra, in pﬂupmtxn-
scher: Lage. :: o IRTIRRY SRR P
Die so eben festgestelllen Benennungep,,&e lm
wupaeséid- scheimeh diirften, wefden:donch ibre. Ueber-
cinstimmung -mit anderen Betnenhuwgen,, ) wekehe. (gany
sachgemiifs ‘sind, und weiter.;unten fcetgedem wenden,
Geledufeﬂlst TR Y I P U A
.-3: . Befinden .eich .ein: dbencr Sﬁrablb(iwlml B und
.Ger;de A, die projectiviseh,,sindy in..penspectigi-
schelr Lage, s0 iat mit jedém Strabl: des: Strablhiischels
der. ibm eptéprechende Punkt.in der Geraden,-und nw-
gekehrt mit dem letzieren. der- erdtere. sumitielbar ge-
geben. . Anders verbiilt -es -aich, wenn sich.die Gebilde
in schiefer Lage befinden. . Hier, . wird aman nur, :wemn
taelirere entsprechiende : Elementenpaare . gegeben . simd,
duroh diesélben mittelst bestimmter: Gesefze (Relatiopan)
au jedemi- anderen Element des einen Gebildes das.ent-
sprechénde Eleinent, dek andern. Gebildes finden ,:oder
die Gebilde in ibre urspriingliche, perspectivische Lage
suriiekbringen - kgnnen. . D;ae Geseu.e sollgn nup, zu-
nlchst gesucht’ werden e R R IR
" .Die’ Punkte in der Geradeu A sind' lniter “gich
durch 1hre "Abstande ‘von_cinandey, und_die ,&nthen
!



3 .ot i Einh-Gerade di ein Stabll) . . /G

debStrehibiisohels B:2ihd stiler bish duroh’ dis zwischen
ibnen liegenden Winkel besthnint.,. Dhahsr . méidsen dich
die genannten:Geseizé ‘Auf: Giese Abstitide und Winkel
bezichen. Die cinfachste Bestimmung eines Winkéels
besteht aber darin, dafsé mart zwischen seinen Schenkeln
ein rechtwinkliges Drefodk annigim¢ umd ‘das Verhalt-
»ify swelerSeiton ) deseelhon festhide. i Dieses fithrt da-
ber 1u1'oktbddi'lehukuﬂgem R TR VRPN B
1/ Berbel p (Fig- 1 derjenigo .Stbabl, :der! adf der
Geraden Alsemlirécht ist. /. Aus'einend) heliebigen Raskte
o des’Sindbles 2a' undilaus 'a seiewm dnf-dénStvabl' 0 die
Listlle' ord';: a8 -herabgelassen, dann: ' simd. ‘cilewsinits .die
rechtwinkligen Dreiecke Bpd und ad,d, und andereds
seits die rechlwmklig&l Dreiccke B,ab. und Bad dha-
lu:h 8o dafs:+- ! . 14 vt
)u.lrnn‘s h‘b "“ab"a:?' NI ANt
1 et T e U g T B
w&ﬂ-ds‘ dure!i Verbnmhgufolgt TR T RO R
cppgrrlan? aé" N L
gln ',I.B”“b=nahb]}ue.h-n R
P Ddtch das Verhiltnifs: 9. ;. 8a. wird der: kael
~ zwischen den Strablen-a/.d bestisimt;. odén geimesscn,
undizwal jst diedes Verhiltnifs ‘vam''der Lage des an-
gendmfnenen ‘Punktes o unabhinglg, d. k., os. bleibt
yuverdidert, woifan auch diesen Punkt in dom Strahle
a annehmen ntag. ! “Fin solches ‘winkelmessendes Ve
.h.‘ﬂ(mfs’ Bemnt. mab gewihnlich ‘Binds,, so déls, wenn
man den Senmnteu Winkel durch'(ad) be‘zelchhét, das
in Re&e ‘steliende ’Verh!ﬂtmfs dﬁreh sin’ (day vbrgestellt
wird, VDot ‘Béieiokhiuiig kann'hier ‘BeibeHaiten ‘wer-
den, ohne dafs dadirch die Art der Betrachtéuig (8¢
Methode) aufhdrt synthetisch zu sein, weil durch die-
selbe nur ein gewisses, . durcl\ zwei Gerade (a?, aB)
darstellbares, den gedachten kag,l,htsummﬂcg Ver-
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‘lﬁ ‘llhl'dl i iolgemlee L A 4
i ﬂ’ h’b—Bme;u(Ad)
ddc'n P N Y ."-.i cod
N e ab - Ba Bba T
iy d et:fﬂl(..d)z:.'s By a0 o

v yiesew:Ausdrick (3).zeijgt. die- BMui uugA

die zwischen ecinem Winkel §ad) des .Stxabl.

bés¢hels B und -deni. ihm: entspréchendeni Ab-
obhni!wub-d'er? Goraden A statt findet” ... .. )

- ‘Dieselbe Beziehumg- Lifst sich,.wie es ider..Gegenr

- sdtz erfordert,’ lndeunexts -auf mnpleﬂcnde Weise
doseh: e L [P N e e,
it oy a-b~ wi B, . v e

sin (ad) sin (Aa). sm(Ad) N

ausdmcken, wovon.man sich leicht Giberzeugen wird*).

4. Da man auf gleiche Weise zwigchen.jedem Win-

kel des Strablbiischels B :und .dem. ibm- eptsprechenden

Abschnitte der Geraden A einen Ghnlichen Ausdruck

findet wie der eben gefunaene (53,3, s0 ‘hat man fir

vier: beliebige Elementenpaare, sttea Afir:a, b, & und
8, 8, ¢;d nachistchende ‘sechs Ausdréeke:. . . .. .
LLad ¢ --:;BeauBbu-:u: «- - be:. . Bb.Bc,

‘.:1-'0" 'sin.(ant) = " oo Sl (b‘) = Ba, .’_,
:2" e g B‘ B‘ p :..; . 35 Bb.

ﬂn(-'w) "By ?h T (hd} ..... .
.ab . Ba Be. g _£D, uBc,Bb
-I s;w ab. By ., ’"P(“’) o BP
. Viey. von diesen Ansdrﬁoken, niplich (1, 2, 4, 5),
hp&en sich,. wie la;cht zu sehew, 50 Verhmden, dafs
man MI el oo

d—u——h—'—ﬂ.‘.:.l-“" [ A ':'U.‘-‘...ri:

- “¥) Diese Beuelmng G, wml m:h in’ der i’ofge noch ﬂter
ald fehi ratcitbar be\wlhm“)) et

NTT
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T :7‘"0" o BB (2 -9 '§~-;.‘-..‘C ety
sin (ad) sin (bd)  sin (ac) np,(hq).. "
oder: l\ ﬂl (i ! “n
L ab‘ i ¥in(ad) " sin (u?) 34

s b ‘bw bb‘ “n/(hQ m.‘h") RN B
1is) Mﬂ‘qw .mf"l‘ men vaisht Ht.ﬂﬁh
von der Lagnldenidaobilsdé. B, A abhibgig, de -in-ibs
widht ;michs Alie i begiensten Theile Bit, BY, ...l der
Stxahlon rvenicmmiien;, ev: gilt: demninch dosvebl. fir -dié
schiefe als pgrégestivische lage der Gobilde; und
folglich, spthilt. &5 dos. obcm(& B) mhnslc Gmu-
Nimlich es zeigt: «

.Dafd Bei lr'gen‘d ne‘r enfapréchtnd‘anle&
mentéspanven s b; & dunll o, & ¢ D rein gowis-
s¢s Dwoppebvordliltnifs F(W0:$0): (uc:69)], gebil
det sdsrterkbsohhitton dérGeraden A, gheich
ist dem Doppelverhiltnifs { (st (ad): vin(bd))

(mn(w)* aln(be))], ‘Welclies aaf entsprechende
Weide ‘aus den ‘Sinufsén def)em en Winkel
des Stralilbiibchlels B, die jenew Absghnitten
entsprechen, geBildet ist” -~ \

i A‘rt wie die¢' Depptlverhﬂlmm zusammenge-
setzt sind,"st leichit ‘2u sehen. Numlich das Doppel-
vefhiliils : liﬁks st aus ‘den ‘vier Abstiniden ‘iweier
Punkte '(; 83 voir' denbieiden #htigen (v, b) 'gebildet,
-urid ‘Zwar' ¥0) dafs dbs ''Verhdlinify (ab<5b) der Al
stinde der zwei ersteren Punkte vom-'emem deér lets-
teven () durchi'das Vierhliltefifs: (ac :'be) ikirer Abstinde
‘Yo dem aniiletesy (1), ‘fn ‘gléfchier’ Ordiing genom.hen.
-gentessén 'witd. ' Dius' Doppelvérhhinifs reems ‘ist " euf
edq»mhhie Wieise susaifiméngesetnt; : .-
s s fst gleichgtiltig, i welehes - der- bcdm Punkten-
paare.-aded Sesal(ithpmaze: wkem:ials -das ‘erstd- agnimmt,
denn die Glieder des obigen Ausdrucks (L) lassen sich,



B Von proj. Geraden#; eben: Strablh. fn d Ebene. 4.

ohne difs dadurel die Gleneidng gu«m “wird, wie!olgt
umstelleti” (0 Mo e
ab bd _ sin (ad) sin (bd) Febee
. “Eert mm it Gacy "’ sin (o) t
Wwo nun, im 'Vagkieb it vothin, ¢ und"d das erste
ubdia ‘und b ‘darzweite Punkiespsar: dsty land wé'Achn-
liches vei dein beiden’Stiabléripharen-gilti-. | b« -
o Die .vier .Pénkts, ‘80 wie dig 4ier - Strablen Wber
Jabsem'sich auf drei wesenllick: vesschiedene Arten' cis-
bnder - pudrweise -entgekendtellen,’ a¥mlich:; . o1l
oy 8¢'Phukteq;b' déd Punkten ¢b i1 ) dieStrablen &b detiSiriiaisd;
) » » f¢C » » 5o B s » :am ws muubds
I W B B L IRUCRE R NP sk, = be
- Da man fiir jede dieser drei: Zuspmmenstellopgen
auf: gleiche, Waeige. cinem ghnlichen Ansdrnk, fudat, wie
der obige .(1),. 0. bat man.stait -des detzjexen «mlei:b
(ql.gende,dreiAnsdrﬁckec oot o v
3] :‘~-;,.0':1.:- 8» l“‘ 'lﬂ (ac) sin (ﬂd)
Lvini 77 o R i DE bb 1-8in (bc). |, sin, ngi. Lt
TETRIEK | REX L& .99 *334 “b) ’m (a
il 2 (ch) * ap (24),.
ey 10 ab.‘,ac o HB (ah),_ sin, (ac)
' IS ) msb!b Pc X sm (th Sm (dC)
i .Ic zxel. qupkte, o;ler Strahlen. die Jm qner vop
diesen,_drei Zusammegsielungen;, als ,ein; Paar ausam-
mengefalst werden, sollen fortpn ,zugeardnet "-Runktc
QdarStrauwth*.nu R LTI NIRTI DRI R
4 Aoy Hinsicht der; sesnmmscw Lags: den.zwel wse-
.rdneten. Punktenpeare, oder Strahlenpaare, sind, zwei
merklich .verschiedene Fille zw. unterscheiden, pamlich:
a) entweder folgen: die: Pankie odér Strahlen:jedes
<691 Phres undittelbar nacheipantler; wie 2. B. i den
Sy beiden: Zushmelenordaungen, (D! vnd G)3: oderc

abyie pasent (0 whmtiad @9 oo ach tobodd s sk




B il L oKime Gerade w ein- St . /9

) &t Puifikte oder Btrahilen dér beidedd Pdare folgin
1) uhweshselyd: aufeivander,’ wie 'z, - B ilv: der Zwe
b .oaminénordadug CaY. [ L Ll I B

Diese Fille sind immer fiir - die¢;-vier: Pankte amd

Siiv: die tibeen -entsptechenden -vier Strahlon, &tber.ein-

sﬁmmfen& ‘d.-b.; befinden sich efstere im Falle (n).

s0 s;nd es auclx letztere, udd ,Beﬁnden suc'ﬁ erstére il

Ealle.(b), s0. sind es aarh dig lolzteren. und anch lllllr

gellehn*'?'- et L

-7 g Abis dém”allge Méineh’ GeSélie c§ 4) mr vie{r
hehebnge Elemcutenpaarﬁ der prmechmcben Gehnldq:

AyB lassen: sich- nnhmolbar naehllshende Folgeruge.

’méhén MR

., Halt man,. bei der perspeouvnschen Lagc der Go-
lnlde «Fig. 1.),.-die. vier Punkte a,d, b, ¢ in. der Gera-
den A’ fest, ‘wilivend: man’ den Mittelpankt B des' Strahl-

'bhpchels B sich belnebag in dér Epéne lieruni bewegc.n

lsfst, sowobl auf der einen als auf der anderen Seite

der Geradzen X, 56 sndern'sith "zwar die'Winkef, welche
die ie 'viet Strabfen’ ad, ‘b, d mit’ einander einséhhefacn,
in’ jedem’ Augenb’li‘cke, aber'die' avs’ den’ Sihtifsen” die-
ger' Winkel zusammengesetztén" Doppelverhaltnisse ih
den oblgen Ausdriicken (§. 4, IL.) behalten tnvérandes-
liche { Werthe, -nihlieli ' diese -Werthe' sind -'étets den

Werthen der entsprechenden Doppelverhiltnisse (links)

gléith,  welché. aas:-den -Absténden’:der - vier festen
Pankte' ;¥ 8, ¢ voni¢inander zashmmengesotet sind, =
NV erden umgekebrt! dievier Strahlen ‘a;8,); ¢ ‘des-Strahl-
btischels: B:in+ bbstimmter! Laga fostgehalten; witbrend
«die -Gerader Al thre Lage- aufialle ‘mogliche Weise: in-
tdeat) -'so- andern | sich ¢ zwar init - der» Lage» der: Geraden

andh zugleich -ibvé . Abséhuitte zwibchen:deon jodesmali-
-gom vier | Durdfischalttspunkten a; b, ¢, aliet - die-.aus
«disseh - Albkehnitien - whsaniniesigesttaton i Doppelvierhilt-
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cin Strabil, . "'
‘r Lage befiirden; ia
perspectiviseheLage
vie folgt M’a&raﬁ»

'rei Elementewpaare a,$,¢
so kann darsus zu jedem

‘en Strahl d des Strablbd-
~ Punkt d in der Geraden A,

wenn er gegeben ist, kana
Denn vermbge ecimes jedem
IL), z.-B. vermdge des

_ sin (ad)
" sin(bd)

th des Verhiltnisses ab : 99,
‘Werth - des Vesrhilitnisses

: jedesmaligen Sbrigen drei

Verhilinifs ab : $9 gegcben
t sind, der gesuchte Punkt
ellen dieser Bedingung ge-

: in Beaug -auf die zwei fo-
uterschioden, dafs der Pustht
t wnd das andere Mal jen-
)0 dissen zwei Lagen kesn
|l nur eine zukommen, und
seitige Lage der vier gege-
, welche von beiden es sei,
ader zugeordneten - Strahlen-
heinander eder abwech-
wch bei den Punktenpaaren -
oder Abwechselung stait
desmal -emtechicden werden
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miane, {§: A, | . hehalibn . slee. dicenibon [Wearths, Meil

sien¥alicli stets-den Werthen dex: enispronhonden Dop-

pelverhiltnisse rechts glench sind. _.Ea: WM der
'M‘Metm T BTN |

1 MPel dll&nﬁwhtlbﬁwheh, wBel allen Gerdd eny wek
Yon sclghen vier Sirablen, cho.dig nimMcken. wiar ho
gnr h.die m¥mlichen vipr stimmten Strahlen {a,d,b, c)

estlmmtenl’un’f(te ®,9,9,¢) eines Strab]bﬂscﬁets
Wiket Geraden A gehew, ha- schueiden; Gaben dlie -dvei
ben die drei Doppelver Doppelverhlltnine. Rie

l,t up,lnhemch.aus den au;h ans. denAbnqnden der

inulsen der von aenledes- je esmahgen vier Durch-
tatigeh vier Strahlen ein schinittspankte {o,b,8;8) v¥h
geschlosucien Winkél au- einander: shnammenictzon
sammensetzen lassen, ei- lassen, einerlei Werthey”
ne{lenWerthe #* nimlich diese nimlich diese Werthe gind jedes
Werthe 'sind jedesmal den 'Wer- ‘mal den Werthen der dréi Dop-
then: der rdref ! Donel“ﬂlm peltei'hllhhse gleich, .welche aus
SMich, welohet mop den Abptinden dep Sigulsen: der vou: dan_vier
lger vier festen Punkie von eipan- festen, Strablen ei lossenep

er zusammengesetzt smd. kaei zusammengesetzt smd
R TS B . .

- Den, Safz recpgs hat em franzbsxscher Matlne,nali—
}.er, .Brignchon, guerst hekannt gemacht, in; einer

schitzbargn. Abhandlung iiber, die Linien der zwatqn

Ordnupg, (Mémoire aur | Iea lzgnes du qecoml ordn, 27

'P"” 1817) IRNTIR T

.- 6 Femer folgt aus dem,obqgm Gesct: $4) nn—
Rﬂuﬁlbll'. e, Syt

vt e).pDafs .das eanse Sx,ste.m der mnandc.r
entsprechenden Elementenpasre swejen psq-
-Jeattvidchen Gehilde AR beaptimmt agi. sohaid
lisgend drei Paere gegeben sind, d h, wenn it-
-génd. drei -Elementenpaare gegeben . sing, .an
:kanm. mitselst. degselban au ;jedpm, gegebendn
‘wiorténElemeantdes einan Gebildes das entspns-
shendeElemont des anderen aebilded gefunden
-wenden; nod die Gehilde lassen..aick dadnsith,
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wenn'bie dich. in :wohieleor-Lage befihden; in
die urspriingliche oder pcrspechvuctb'!ngb
1hrhkh-ingon:” ot
-Diese Dolmpﬂng mg wiv folgt noeﬁ nlller €rdn-
L Esbeion's, B dn dut Elemnteupme a,8,¢
’mi i, b, ¢ (Fig. 8.) gegeben, so kaan darans su jedem
beliehigen ‘gegebenen 'vierten Strahil d ‘des Strabibir-
schels B der entsprechinde Pemkt D in def Geraden A,
oder ‘uingtkebet, ‘zu ‘diviem, wenn er ‘gegeben ist, kann
jener gefenden werden. Denn wmﬁgc eines jeéden
der drei Ausdrﬁcke (§~ 4 IL), =z.: B vem&;e des
Atusdrneles '
cabd ain(ae) _®in (ad) ~ S
bc B sin (bo) * sin{bd) :
ist-im- ersten ‘Falle :der Werth 'des Verhiitnisses ab : $9,
und iim anderen Fallk déer Werth - des . Verbtiltnisses
-sib (ad) : .sin (bd) dusch die jedeamuligen ﬁbngeh dun
Verhiltnisse -gegeben. -
¢ . -Nen‘kam, svenn das: Verlmhnis at L] gegeﬁen
ist.wnd die Punkie :a, b fest sind, der gesuehte Punkt
b offenbar ‘nur in zwei Stellen dieser Bedingung ge-
pliges, und zwar sind diese in Beaug -auf die zwei ‘fo-
sten ‘Punkte -a,.6 dadurch 'unterschieden, dufs der Punkt
0-das eine Mal zwischen und das andere Mal jen-
seits :denselben liegt. Von dissen zwei Lagen kann
aber dem Punkte . jedesmal nur eine zukommen, und
‘mwar -wird durch dié gegenseitige Lage der vier gege~
benen ‘Strahlen entschieden, welche von ‘beiden es sej,
denn.je nachdem, die cinander zugeordneton: Strahlen-
pasre a mid b; cund d nacheinander eder -abwech-
stind sich folgen, findet auch bei den Punktenpaaren
a wund 6, ¢ und b Folge oder Abwechselung stait
(§ 4.), wodurch dann .jedeimal entechieden werden
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hnn. walehe dler_zwei gmun dagin idew: Punkted
sokommen ./, 0 g s e g b

Ebenso kann,- wenn derPnnkt N gmbel)ﬂ:da—

&egen der Strabl d ‘gasucht wind, der letatire dem ge-

gebenen Verhiltnisse sin (ad) : sin (bd) nae. dw; zwei
Ferschiedenen: Lagen igemigen,:uod davoh- die. gegensei-
dige Lage der . ¥er.- gegchenen Punkse 8,6, ¢, b wird lend-
schigden. in welchar .von.beiden Lagen: allein. ox dem
gegebenen: Punkte d .entspreshen; kann. , ..., i . ..
prare - Spiterhin wesden sich sebr:bequewse Mittel :dhr-
bigten .(§:. 24, IV,), ump: das jedenmalige: Mﬁ
mgnt, schnell und sicher .zu figden®). .., .

IL Ferner wird die obige Behauptung (a)- ndnldl
folgende Betrachtung erwiesen,. die zugleich ‘Anleitung
giebt, die Gebilde .A;B aus der schiefen (Fig.2.) in
die. perapectivische Ldge (Fig. 1) suriickzubringen.
. -.Sind - otmlich 0,6, ¢ (Fig. &) die \drei:.gegebénen
Pgpkfe in.der Gexaden. A, und’ betrachtét man. von! den
drei gegebenen Strahlen a,b,c voredst nur zwei, letwa
.8,d, 49 ist,7 wenn diese, durch dio ‘festen. Punkte a, 6
1gehen und einen - bestinimten} Winkel. (ab) einsdhliefsen
sollgn, der Ort des Scheitels. B. diescs ‘Winkels auf

- 2yvoi bestimmée: gleicheKreiskinien a B 6, aB; 6 beschriinkt,

die.‘beide durch. die' -zwei.festen Punkte -a; b gehen.
Eben.so ist, wenn, man die. awei Stralilen a,c -allein
upler; -der. Bedingung . bwat:htet dal's- sie . dhroh dnc

}F‘T"'—"‘—"—! R R i
. ) -Sollte. ther dw.zwnefnche Logc deq. 1*1«-»13« mhm
Elements hlofs .aus den in Zahlen gegebenen Werthen ;ler Yerhm,-
isse 40 :'BDd, sin (ad) : sin (bd) ‘entschieden yverden, o‘me An-
.«u dér’ Figiir, s mfifste mait'bei der’ Zusamiitensetzang! dér Vet-
halipieeei in -deva obighn . Anedrutke: die, Verschiedenbeit :der: Liage
der Elemente gegen einander durch: die Zeichen -, und “~ be-
* metklich’ machen, so wiirde alsdann das Vorzeichen der Verhslt-
imidee 49 4 b, -4in (ady : sin (bd) ‘Gher” mz«aremam dw- Lage
%Wch‘ﬂm m ui.h') i‘.' it '\.i
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feston Rubkte a, 0:gehed) und dnen: gdgebenen “Wiskel
(ac)-Ainsshliclsen solleh, der Ost les: Sbhéitels’ B die!
sea: Winkels anf, zivei bestinimte! -gheiche Kredalinien
aB¢, aB, ¢ beschainkt, die)durch:Hie Punkte. @, ¢ gehom:
Pabher  lassén sith. idid Scheitel -der. beiden. gegebenen
Winkel (ob); (ad),. wena ibne -Schenkel 'a, &, 6 :dinch
tia fosten ! Punkte o, B¢ gehen sollen,) mur in denjenis
gen beidext. Punklen . B, B,. vereihigen, 'in welchea aich
die -auf, einerlet . Seike. :der Geradén A Jiegenden Oriey
kreise einander. (anfser in a) ;xum rweiten Male sehneiden;
.. Dedurch; ist. offenbar. . die .Ricbtigkeit der. obigen
Behauptung (a) dargethan. Denn befinden sich .idie
eiden Gebildé. B, A in. beliebiger -schicfer. Lage, wie
étwa. in (Fig 2.), so folgt ous didser: Betiachtung,. dds
sie, ..epbald . .dvei . entsprechende Elementenpaare. a, by¢
und .a, b, ¢: gegeben sind; nicht anf wvesentlich: versghies
dene Arten in perspectivische. Lage. .gédaeht werdon
kdunen,: d. b, in,solche Lage gedacht \verden kdmmenj
wo dia drei gegebduen . Strableni durch :die- ilinen: ents
sprechenden drei Punkte geben. ' Namlith wind z. B .die
Lage.ddr Geraden A hls fast:apgenommen;,’ etvia in (Figi 5.)
80 kann wohl der Strahlbiis¢hel auf:beiden Seiten :der:
sdlben eniweder in die Lage -von B eder.in dicliagé von
" By.gebracht werden, abér -offenbar wirdin beided Fids
len jeder-beliehige vierte Strahl-d:-dea Strablbéschels mit
dem .nimlichen: Pupkte -b- der- Geraden A zusashnen+
treffen. :Oder .wird ddr Strablbiischel: B :in iirgend it
ne#, Logd. ala flest angenammen, etwa in. (Fig..8.), s0
- kenm, wobl .die. Gerade - entwieder in :idle Lage .vom- A
oden . ip. die LageivoniA,.gebracht. werden, wad zwas
so, dafs A und'A, parallel sind, und wo der Mitel
punkt. B dés. Stablbiischels in. der. Miwe. zsibchdn il-
nen Mu abcr offenban; wird in beiden: Filllen:jedes

KRR/ Wi '5 B R S P ‘n: Ily‘lh“
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belebige :vierte. Bunkt b der Geraden wmit - dont a¥m-

" Jicken' Strakl d des:Strablbiischels B zusammeirreffen. -

1. Aus. der. worctchenden Hetrachtung; so: ‘wie auch
ams der ebigon (1), folgt ferner zugleich: . » - i~
i f) ,Dafs man bei swei beliebig: Megenden
Gebilden. B;A ginz :nack. Willkthr deel Paar
Elemente aunde, bund §, cund ¢ answihlen und

‘sodann festsetzen kdnne, die Gebilde sollen

projectivisch und diese Elementenpaare-sok
len entsprechende Elementenpaare sein® -i.' '
i. . Endlich folgt noch, durch Umbelmmg, Jer nacb~
sichende Satz.

7 »8ind die Elenente a,b,0d,..... und o,b,
¢9,..... zweier Gebilde Bund A der Reihe nach
folcher Gestalt gepaart, dafs je vier Elemen-
tempaare dem obigen Gesetze (§ 4, IL) geni.
gen, wobei hothwéndiger Weise die jedesma- .

ligen vies . Elemente des ecimen Gebildes mit

demen desanderen Gebildes ibéreinstimmende
gegenseitige. Lage habén mtissen, so »vind die
Gebilde, in - Beziehung aul alke 7ene Elemem
tenpaare, projectivisch,” : .

. 9. In Ansehung der obigen Aausdrﬁcke @ 4, H),
cﬁe /das. Gesetz' darstelien, welchem bei - gwei projecti-
vischen Gebilden A, B' im' Aligemeinen je viér entspre-
chende Elententenpaare 4,6, ¢,d und a,b, ¢, d ‘unterwor-
fen amd konnen verschi¢dene besendere Fille eintre. °
ten, die nimlich von eigenthinnlicher Lage der jedes:

- maligen vier [Elemente herrithven, von:denen einige

interessant . genng sind,. - hxer nther eronert zu
werden. v e

Es koonen- nnmlnh erstenn solnbe Fallé eintre,
tea, wo die in .den genanmten: Ausdriicken enthaltenest
Doppelverhiltnisse vereinfacht werden, und zwar da-
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durch, dafs’in' eiem ‘ solchen Domelverl\lllml‘a zwei
Glieder gleich  werden und gegen einander gehoben
werden konnén, vder dafs dts Doppelyerhiltnifs, (wenn
es sich auf di€ 'vier Strublen' a, b, ¢, d bezieht), auf son-
stige Art aul eit einfaches Verhltnils, gebracht wird.
Dalnn geMren z. B. folgende Fille:-

: \Ym mqlnvcr.l’ulkmil Wenn vqn e’ ue: Stralnle-
cler Geraden A entweder a) ei- des Strablbischels B entweder
ner in’der Mitte zwibchen zwelen ) ‘elder mit zwel sidlerent glelahe
anderen liegt, oder b) wenn ei- Winkel einschlicfst; oder 5) wing
wer.der upendlich enifeyutePuskt zwei Strablen; 2q eigandeg recht-
der Geradep ist. . winkelig sind,

r
i A Denn wenn a) etwa der Punkt d (Fig. 1.) in
- der Mitte zwischen a und 6 liegt, so ist das Verhile-
nifs ad : 6= 1, wnd- daber vereinfachit sick in die-
sem ‘Falle in dem obigen Ausdmcke & A IL, 8, das
Do;lpelverhﬁltmfs lmks wne folgt .
fo sin (ac) sin (a
», 1. ac: be == . stB’S ""Sgsm(

Wenn faner b) unter den vier Punkfeit snch "det
unendlich entfernte Pankt q (§. 2. der Géraden A be-
findet, wénn etwa die vier Punkte 4;5,¢,q gegeben
sind, dann sind offenbar die Abstinde des,letzteren
von den dret fibrigen, niimlich aq, by, ¢q, als einander
gleich zu achten, da sie simmtlich unendlich grofs,

und nur, durch die Abschnitte ab, ac, 8¢ von einander
unterschieden sind, so dafs also jedes der drei Ver-
haltnisse aq : bq, aq : ¢4, bq : ¢q schlechthin’=> 1’ s,
und dafs folglich in dlesem Falle die genannteﬂ Dop-
pelverhallmsse ¢ 4 IL), wenn man daiin q an- dié

LIRS RN

Stelle von b setat, sich_ wie folgt vereinfachen:
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R TN, S OF an.( ) b b
) ac': b= P
daolata, oL e e, Slll (b;) .w ( .;_. ol
Bt 05 o8 ‘= - ,8in,, (3b) . M. Y B TRTRRN
I M Sln (‘h) qm (cm [T RS .
R AR ‘6 at M M W

Y (qb) &in (qo)° ;
Durch jeden daeser letzteren drei Ausdrﬂcke mrd,
wie ‘mait, bi¢ht, “der Pifallelstralil g bestimmt, 'wbhld

ingend dpe]. enisprechende Elementenpaare a,B,‘c 'und

n,-bc gegeben sind. -~ .7 .. we
‘Wenn andererse:te a) etwa der Smhl d m der

Mitte zwischen a und' b liegt, so ist das Verhaltnifs
“gin, (ad) .gip (bd),= 1, und daher hat man fiir den
Fall, wo c nnd d zugeo,rdnqte Strablen smd (§ 4, 8)

| 3'%5':: sm(ac) sm(bc)

‘Wenn ferner £) zwei Stra'hien, etvt'a 4 uml ‘b¥za
einander sen)crecht sind, 'so st sin (bc) = cosi(@¢),
und sin (bd) = cos (ad), “oder- six (ac) = ros (bc),
pnd gip (ad) = cos (bd), und dabpr hat man, wenn a
qwl b als zugpordnet angenommen werden (§ 4% 8)

S :: dtg(ac) .tg(a;d), ..."..

Bt g ap
b A(-f;;*w— ts(bd)'ls(bc) .

‘ I Die vQ:stehenden Fille geben, wie mﬁh ber'ner-
ken wml ein bequemes ‘Mittel an die Hand,’ tm ‘den

‘Werth e}nes gegebenen Doppelverhaltmsses ) Bei’ das-
qelbc von._vier Punkten a,b, 6d, oder von vier Strah’len
ab,gd abhﬁngng, durch ein’ cinfaches Verhiltnifs d:h--
zustellen; oder auch umgekehrt um behebxge Syst’éme
von vier Punkten oder von vier ‘Strahlen zu Hiiden, de-
nen ein Doppelverhiltnifs zukommt, dessen Werth durch

ein einfaches Verhiltnifs gegeben ist.

Denn
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iiiDeiint - soll: z B.-ider Wérth-.cines: von den vier
Puskton: o/, ¢; b, oder von .dew :vier: Strablen's,b, ¢; d
(Fig.8.) abhsmgizen Doppelverbaltmibses dureh: eiis: eim-
faches: Verhilinifs dargestelt weindén, 'so kann' dies;- su.
folge: ded: Woppelsaties in’ (§..5.), wie folgt geschéhom.
Da himlich' cinerscits die: gendnunten:vier Strahlem. alle
Geraden unter einerlei Dbppehéﬁllmi&mdm'ﬁﬂelr 0
ise:alvo hurm&n'lng eine Gefade Ay 80 zu/ zickien; dafs
sie ehtweder: R R N TN TR
v a):die rvier Stmhlen 80 sehnendetyv dal's -wou' detd
vier. Durchschoiftspankten ixgend einer-'in' der-i:Mitte
zwischen . zwei anderr legt (§; a.); ' dleser Bediogung
- kann: die‘ Gerade. A, éffenkar in~13 verschiedenem Rich:
tungen geniligen, weil nimlich der Durchsoknitt!jedes
Strahls in der Mitte zwischén je nwel: der drei dbri-
gen. Durchsehnitten liegen kann, -mithin ..giebt es 12
Systeiiie von parallelen Geraden, welche dle )ene RBe:
dmgung erfllen; ioder-. = . v, gy
‘b) mit.irgend einems . der vier Stnaﬂdn pnllel ist
_(l,b)‘ di¢der Bedingung :kema: also die.Gerade A, in
vien. verschiededen Richtingen 'geniigen, .oder:-es gieht
vies..Systeme von parallélen. Getaden, welche: alle diese
Bedingung erfiillen; z. B. es sei die. Gerade A,letwa
* mit.’ dem Sttalle ¢ pahllel, 80 :wardcn -also { die "Ver-
;hﬂmasc o 2 ‘ LTS S N toe
R ;L;Ih, 103 0r s 0151 101’.3 a‘b‘ b,-M,«‘; I
mth ider: Reilie, mit den.DoppelverbiMednsen. in, den

obigen Ansdriicken (§: .4, I1): gleiche. Weitha, ktaben.-. .
;+::lind da antlererseita jeden , viqr Strahlen efnest Strehl,
biischels, ‘welche darch.die wier’ festen! Punkte.q, Byic,d
gehen, Doppelverhaltnisse von einerlei Wierihy: zagelil
ren, so igt, um des: obigen:Farderung zu, genﬁgen, nur
nbthig den Mittépunkt eikes: Strablblischels B, so an-
zunchmen, dafs entweder: abiobion e baa

' 2
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,; o) -won-den vier.Stmhléa a,, b,, c,, d;;. weldhe durch
jene -festen: Punkte..gehen, -irgend. einer in-der Miste
2wischen ‘zwei anderén - liegt (I, -¢.); umtet dieser. Be-
dingung ist der Ort.des Mittelpunkts B,, im Gangen;
anf 13 bestimmte Kreise beschriinkt, deron. Mittelpunkse
ssmmndlich in der. festen-Geraden A liegen, whs! nehher
(§. 8, IlL) bewigaen wird; oder . .

..~ [).dafs ven den vnchmhlena.,b.,c,,l'ubeld
zwei zu einander senkrecht sind (I, £); veridge dieser
Bedingung ist der Ort des Mittelpunkts B, offembar auf
diejenigen 6. Kreise beschrinkt, welche ‘die Abstinde
der. vi¢r festen Pankte @,'0, ¢, ¥ van einander, -aldo die
Stoerken ab, ac. cb, be, 60 und ¢d, za Bumhmes-
s0in: lnbell. T . .
" Harmonisdhe Elemente. ot
1 8. Ee kann. tweitens der besondere -Fall- émlre-
tent, wo in den vorhin erwihbnien. Ausdriicken &:17) der
Werth eines Doppelverhiltnisses == 1. wird. .

I Von den drei Ausdriicken (§: 4, 1LY gestauét je-
desmial nur kiner die Anwahme, ‘dals der Werth -dér
darin enthuitenens Doppelverhiiltnisse == 1 werden kinne,
2. B, wean sie sich auf (Fig. 1. bezichen, so gestatiet
nur def Auwedruck (§. 4, 8.), in welchém ' die - abwéch.
selnden Punkte, 50 ‘wie die abweohselnden :Stéahlen
einander zugeordnet sind (§. 4, b.), diese Annahsie;
dafs die beiden itbrigen Amsdriicke diese Annshme nicht
érlauben, fili¢ beim blofsen Anblick’-der Figur in die:An-
gew. 'Wird 'in ‘der Thdt bel jénem ersteren-Ahsdrucke
elties’ der beidern Doppelverbisinisse =1 angenouimen,
so st notlmendnger Wo:se auch das nndene =i 1, 80
dafs . m'M' S lu'i Lt
e 1 cachad . (at) sm (ad) I T

cen 86 BB an (hc) v :gin ,(bd)' N
ll!ld daher 205]8!(‘]! T LTV S P N AT
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- hb‘ Ve bk (le)' Hln (ad)
2‘ tc-- [T 2 Ba (be) - - sin:(bd) : Ja' A
g . S ._.Q 3. sin{ca) . sn (cb) "o
* da 06 " 'sin(da) - fin (@b)-.

worans: man sieht, wie die gegenseitige Lage .da' bei-
derseitigan: vier :Elewenta in dmen Falle .beschaffon
l“,m@ P .:.l . IS | RO 1

“ oJn diedeny’ 1Pl llegeﬁ die ! «;,ln'memr Palle - lidgen -di¢
vier Buakte a0, B ¢ sb, dals die: viev:Sinablen. 4, d, by ¢ o9, .ilsfs
Abqts..duwexetmacordpeteu(a,,h, die S.mul'ae der Winkel, welche

oder b, ¢) von den zwei anderen ‘zwei zngeordnete (a,b, oder d, )
tleiches VerhMwifs zu eimander milt den 2wei'andérén efnschlies:
haben - (proportisnal aind),’ d. b, sen gleiches Verhiltnifs zu .cihsn.
d’fs das Verhsltoifs erAbqumle der halien, d, h,, dafs.das Ver-
cines Punktes von ‘zwei zngeord. hilmils der Sinufse de; Wnl:el'

netén Pankien, dleich ist dem in weélche éin Strahl ‘mit ‘zvbel a
Sholicher Begichoug gendmmenen. geondiiten : Stinhlen « eMschiefat,
Verhiltoily der Abstiinde Mes, ihm - glaich .ist dem tu dhwlicher Bo-
zug,eordneun (vierten) Panlea giehang genommenen Verhiltaifs
von ]enen zwei Punl:ten. der Sinufse der Winkel, wélche
s der MSMI mit j )ele. swelea

cinsehliefst.” . . .n

’Unter diesen Bedingungen heifsen: die vier I?tukle
a,b B,¢ ,vier harmonische Punkte,” und die vier
Strableny a,d, bj0 .,vier harmonisehe Strhhlea.”®)
Ferner. sollcn . in diesem Falle je -awei :dugeordnete
Poekte (4 und 6, ¢ und b) dder. Strahlen . (a vad: b,
cvuand:d) fortan ,2ugeordnete harmonischéPunkte
oder Stralilen” genamnt werdem: - - - o .-
~Dafs. die: peben einarder stehenden Gleuehlmgon
(2) 2ugléich statt finden, kann ‘hikrnach cmit Worten
wie folgt susgesprochen -werddns - RO
a)-;Wenn bei zwel pr‘ojoetivicehen'(}bbil-

s ot P .. R
. ') Lalnrc nennt in n’mem Thuté de: .«chm .ma;u‘cn.nelt-
solché Strahlen ,;harmonicales,” und’ Brianchon' nent si¢ in seiner
oben - ervestmipn 'Schrift ,filscopis Mirmonigue” '« - - (41 1ol
24 ;
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den A, Biirgetd vien Elen;enteﬁdes einep Ge-
bildes harimenisch.dind, so sind aueh die ih-
nen entspréochenden vier ’Frlemdnte des ande-
ren Gebildes harmonisch. s ha
-i «| Dibser..Shiz lufst: njcht - wur-ieine! biifache: Umkeh-
rinigdkn, donilerh es- fisidet:in: disser Hinsloht: folgemded
statt. Da namlich dieLage von vier harmonisthen Ele-
menten. so_ heschaflen .ist, dafs durch je drei. detselben,
wolern angegeben ist, .welche -zwéi davou einander 2u-
5eordnet sein sollén, “offenbar das’ vierte anzweideutig
beatm,xmt ist, z. B. wcnn a,b 3 oder -a,b,c_gegehen,
und zwai a ond B, oder a und b ‘einander:augeordnet
sin('l so ist d oder d genau bestimmt - (8.6, L); und da
fe(ne; die_projectivische Bezichung .zweier Gebilde A, B
dowch.. ugeud drei . enuprechende Elementeapaare, . dxe
nat:h Witlkithr- angenommem werden dﬁrfen, bestidmmt
ist (§ 6, B): 50 werden also die Gebilde A, "B, in An-
aelumg der beiderseiligen barmonischen Elemente 4,,6,¢
und a,d, b, ¢, nicht nur auf eine Art, wenn etwa die
gleichiamigen . Elementé einander entspreelibn; prdjecti-
viseh-. dein ‘konnen),:sondemm viehmebr .in. allen Fiillen,
wo irgéid awei fugéordaete harnionische Elemente des
eined Gebildes irgend swéi zugeordneten harmonischen
. Bldmenten deis'anderes G cbildes entsprechend. angesnoun:
mehwerden, also in8 Fallemy weilnimlich unter diesdr. Be.
dingung die vier Strahlan den vier Punkten a,; & ¢ in &olgén.
den.8:¥erschiedenen Bangoédnungemetitsprechen kithnen:
oo atkb e, bdao ! daed ;. icadbii
. acbd bcad. .dbca-j chda . -
!*.i Dempach hat.man deg hachst¢henden Satz:, .
B »Sind in jedem von zwei Gebilden A, B,
u'gend vier harmomsche Elemente gegeben,
pnd man 1alst QIese Elcmente, nach irgend ei-

ner Ordnung’ genammen, . sinandor, paarweise
BN



8 et i Hagmotiselit: Elmete, ) oy 0 /g

cntsprechen, jedoch 80, duls irgénd wwel 2uge-
oridnete Karwonische: Elements dés cineh Qe
bildés audh rewei sugeofdnetd Warmounfeché
Elemente des gnderen Gepildes entyppechon,
welches auf acht venclnedene Arten statt
fihder'kann, ¥o sind dié" Gebﬂ‘de, iy Aﬂt‘elldhg
der ‘feBesmaligen ’ﬁer ﬁlcﬁe’ht‘dﬁpahré ‘pro:
;ectfﬂséh." R AR oy
+ 41, Siatt” der- ‘obigen Jngu.eiﬁen IShtke Tn'(§: '5:)}
hidt Man i ‘gegenwirtigen’ Fallé) wo die: iedeombligeﬁ
vier Ffeniente lm'nionlscll amd N folsehdé Sllze [ a)-‘

Ie:!e vier Stnlllen, die che vler Punite, “td
vont irgend ‘einént Mittek welchen hgud ekne Gd
piaki vus durch viek fesie rade von: viar featen hady
harmonische Pankte 4,0,b,¢c monischen Strahlen a,d,b,c
gehdw,! bind harmonisch® gesehnitteh wird, vinid hows
Oder: monisch” Oder?

1, Wger Rarndoische Hunle - Niev horatonischnSiak-

u-)qnhlpon ni& jademan- lay 'Qlunid'ep jede Gerads
ﬂeren .Pnnhq yier. lurno- invier hnmopiochen?unk—
nuclne Stu\len"") " fem™ ¥,

“"Itf. In Befracht der egensemgen'l.age, welche vieh
lnarmonuche Elemente n.nter sich. lnben Ko nnen, ﬁndea
folsendc Umslande statt.. '

Wenn vier harmomsche Pnnkte a, D, B, t, ‘von de.
nen @ und 6, ¢ und b einander zngcorﬂnet smd pach
der Ordnung, wie (Fig. 3) sie vorstellt,’ ‘auf clnandet
fo Iﬁe.n mufs notbwendlg b n&ber ben Bals ben Q llegen

noﬂmendlg a]femal ;enselts 6 ln;gen oder ware b ngher
iu;l p als 1»:1 5,50 mﬁfste nothyvendlger We;se ¢ dies®

T
") Das Wesemliché der- bblgen Sitze’ kot Carnet in-seintth
w sur dd thibric des.transversales zuekst igegabmn.. Eimeh, Theil

dayonihahen, mban die: anhw.sebm A Ragpusy Gollge, Mathem,
libr. VII, Propos. CXL



22 Von proj. Geraden -p; ebes, Strahlly’ in d. Ebene. 8.

s¢ils, & logeni, Ebenso int fiir die igogenwiintiga, Awi
einandenfalge. der Punkis, erforderlich, dafs . b nibex:bei
Valshoicliegti Da das. Yerhiltnifsacs §¢ gleirb (@b +6¢

' l‘-l-‘ b 86’ éi‘e’ﬁt tnaﬁ " dafs;’ wenn ‘man’ die iu*

b’
ti.t- o cqr ot YR . '.,. XL B

smrdwm lwmwmbea,l’w*t s b, feathw, wﬂw’d
map,in, heda\?km ;6. vom § forsrgcken 1§(st, der Yerrh
dleses Verhiltnisses alsdann immermehr der 1 sich, Dii:
hext, e weiter-¢ gich.yan:§ eptlexnt,, mod dals jgaher
b sich,, gleichagifig. immermelyr. dexr Mitte m, des. fesign
Abstapdes 4.4 wibert, weil das Verhiltnifs. ad:.bd, sists
jenem Verbiltnifs gleich sein ufs.. Lifst man engdlich
_ den upendlich entfernten Pomkt ¢ der Gemden A an

dne S!elle von ¢ tmten so wird das 'gcnanme ‘Verbiiley

pils (bt 5.%’, da. bq unendhcl grols. ist; sobleckthin

'vtlu

= 1, wid dana. atude: nothmdlge: Weise b .aich in
dbr eharmten Mitte #t befimden: ' Denke mom sich: fer-
ner gxe Punkte ¢ a, § f,est und T4fst )elzt c' m}hr dnfl
mehr, dem b sncb{nﬁheren, s0 nﬁhprt slch offenb 'auch
b dem B,, und . wenn_ cendlich ¢ sich mit bveremlget, 5q
verelnlgét ‘sich’ zugTexch b mit ”hnen beiden. . Gleicher-
weise kOnnen snch < und b lmmermehr dcm anaeren
fpsten Punlﬁte a nhheren, Bls sne snch endhch glelchf
zeatlg mit Jibhm verelm en .

Qndererseats folgt dafs, wenn der Strahl d nnt den
zuaeordneu;n hargmoqlschen Strahlen a,b glelcbe Wip-
kcl emscbllefst 80 daﬂs das Verhéﬂtmfs sin (a d): an(b&)
= l dann auc sm (ac) snn (bc) =T 1st @, 29, una
dahpr auch c mll a und'b’ gleiche’ 'VVm'kel emscbhef'se
mufs, und dafs dann folg‘(’ch d und ¢ in dlesem Falle
#a . einander  nechtwinkelig sind (weil sie die, kael
gwischen' a wiid .b. hilften).. Ferner folgt: hier ikl
éhérweise, wie ‘vorhin bet den viérlnam}ioniscl!enﬂl;mﬂ?
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ten,. dals; wvann & und b fest-sind, withwend i¢: sich..dem
b nahert, bis er endlich mit - ihm: zosamtmentilk, damy
gleachzems apch ¢ d _sich’ mit ihnen ' beiden" verenmge('
uad .dafs .eben 800 ond d sich glewhzem; mit dew
anderen festen Strable a vereinigen konnen. SR

-Ane- dieser, Betrachtung fliefsen. folgende Sitze:

-q) VA angpnd.uyql festen q) Zu lrgnpd twel [esten,
Punlten a,b einer Geraden Stn hlen 3 b eines Stnil—l
F'iebl es unzihlige Paare blschels B, "gledt "ed un-
rugeovdnetorhhrmonischot shbtige Paareintgeovdan.
Punkis imcnd mpmentlich -her harmonischer Strahhan
ist de! ln dep Mlue zwi- d,c qnd namqntl‘ch ind
schen ‘s’ und b Ilegende die swei Strahlen, we;c'le
Punktiui-und der wnendieh dieivow jenen Strabled éin-'
entfarnte Rnakit-q der. Ger gopahlossenenYVinked h5lk.
raden A ein, qolcbep Paag; ten, mithin. 89, elnanderi
und ferner ist in jedem der senkrecht sind; ¢in solches

ROV

beidén Puimkte 4, § selbst:
eiin i'Colches HMear: .verei-
q.‘q"” .4

,,Zq u'g,en,d e;nem fe-
ctenPunktmemerGenden
A und zu dém unendlich’
entferabed Punkte .§:dlen-
selbea,. giebt es unaihlige
zugeordnete lurmonlqche
Punl:tenpnre wit etwa
o, §, und'swar siad je zwsei
aelelie Punkte gleich weit
von jemem festen Punkte
m entfernt, und umgéfe'n't,
je ‘zwed 'Punkve, - welche
gheich weit vonijépem fe-;
sten Punkte ntfernt sind,
nnd ein solcies l‘aar.

.."’ . . ,'

4 Liegt von vier barno-'

piscthen Punkiep einer in.
der Mijttte .zwischen zwei
emander zugeore‘neten, so
ist'sein Zageordnevef . uh-
eadlich . eniferpt, wnd um-

Paar; dhd fer.ner ist mit ie-‘
dem der Stradibn 4, b ‘ein:
solches Paar vepelpget."
8 whuir endawejzg e
ander lentrechten!'u:l ;
sten Btraben) etwa ¢} d; ed
nes ebe-omﬂtulllbﬁnhlm
B, giebt e5 uwzlbhgo ANg
ordnete l‘urn?olllucl;eSt
lenpaare, wie etwa'ab, lin&'
zsvar sind: jo sweir solshe.
Strahles glgich weit vony
jedem, der sawei festen'
Strahlen ent‘fernt ind o
gekohrt, je.zwed: Maillm}
deren. Winkal von je
awei festen Stnhlen, ge-
hilftet werden, sind’ elw
solches Pawrr: b ' )
17} ,Schliefst von ﬁn«hba{
monuchpn Strahlen giner
mit zwei eingnder mge.ord
neten gleiche 'Winkel ein,
s'o thut séin ‘wegebrdneter.
cein Gleichen, -nwd  amge,

~
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. geklbhdti :iut lvon:den 'vier kebdti-sind dwrel sugbond.
Ramktew) glacr. npandlich- neta Steahlen 34 ciappder
eytfernt, so lnf t.sein 3o, senkreelt, .80 hilften sie
geordneter 'in Jer ‘Mitte ‘die 'von ‘den beidén dnde:-
awibclen dédwawet dbrigen ren Strahlen dtageschive
- Pankten” 1+ . .0t 4. .. . senen Winkel”, ,; ... ...
‘DieAetzten. Shtie {7, welche elgertlich selién in
(&) umi (A erithalten- sind, sind desbalb nochmals \ddut
ln; er ansge,proqhen wordep, weil sie sich auf die ‘éi } ekl
fachaten. Fillo- vou vier. harmonischesn . Elamenisn. hﬁ-\
lielen- Falld, die dfter vorkomiren und ‘untef g&an
sep “pmstanglen, wie lencﬁt zu eracbtch Bet;uemhclikglt
und Vortheile gnwphren. Salche ‘einfache. Fﬂl.le,.luaen(
sich ' wémn ‘beliebige ' vier :harmionisclie ‘Elertiente: goge-
ben’ qibﬂ zhfol e der obigén Shtze (ll), wid' fbl’Ft"dar-
steilen,, (vergl,. § 7, 1L).. Sind irgend vier fesiq harmo-,
nische Punkteé: a;, ;¢ gegeben; und .sellen.vies Strah-
len ‘4, 3B, & € ennes Strélilbuschels B, durch dieselbefr:
ge‘est werden, Welche slch indeim’ 5en‘annfen “einfa-
chen;, Falle hefinden, :d. b, vow: welchen zwéi, zugggrd-
néte! mi eidandér senkreeht sind,: *oder was ‘auf - dasselbe.
lnnauhlaqft (), von' dewen’ emer mit zwel zugeordneten
glmhe kael e)nsthefst, po, ist unter dlesen Bedin-
gungen offenbar der: Ort des Mm;elpuhku B, des. Slrahl-
buisthels ‘auf zwei ‘bestimmie ‘Kyéise beschrankt; deren
Dpxchmessgl; die, ,p.bsasnde b, ¢ der. zugeordneten
festen. harmonischen Pankte sind, und zwar jst der, Mntn
telpunke B, auf den etsten oder auf den letzten Kieis
beschr&nkt, je 'machdein_die. Strahlen a,”und bl, oﬂei‘
c und d, zu einander senkrecht sind, oder mit den’
jedasmaligen :anderern Sfrablen gleiche Winkel . ein-
schliefséns. ~~ Sind-andererseits irgend * vier: feste: "har-u
iponische ‘Sprablen a,d, b, ¢ gegeben, und soll  man

. - sie: dnmh -~gipe. Geradn A, in vier, Pnnkten ,;chnel-

den; welche den genannten- einfachen: Fall . damellea




8 - 1L n Hirwonisehe' Elewente, ') -« o/ 2§

g0 kinvk ‘Uie Gerade A, dicher 'Bedingung efferdliar in
vier! verschiodénen Richtingen /gbisgén | ' dénn ot :std
mit éimem' dor: viek lesten' Strablen paraliel, aldb’ ‘einee
ilived- Durchschaitte -wnéndlich - entferht, -so: liegt'Greved
sugeortinétér in der Mitte vbisvhen- dou'swei' abwigesn|
und umgekehrt, liegt ein Durchschnitt in der Mitte wwil
selie¥ zwei einander migeordietén, o ifst seid 2ufgeord-
neter émdlich entfernt () ved mithin @i6 Gernde: A}
dewe entaprbéheiiden Stiabte ‘paraltel.’! Aus * diever ‘Bes
talehiting 'zieht ‘man ﬁ)’géudeSttul ade el

" Wenn darch 'Bellcfnge ) Wenn vou beheb'n ‘:'
vier feste harmonische vier festen lnrﬂonl'lﬂ:lle
Punkte 4,0, i,c vier'solche Strablan 2/d, b, ¢, einfe Ge-
Strahlen eines Su;thba- rade A, in vier. solchen
schels By gehen ‘sollen, von ‘Pankten gﬂdnuten wer-
denen das eine’Paaf 2uge- den soll, dafs von uvel 1y
ordnete dic vondem hnde-- gecmheten' Pdnkten'!  Bep
;;A Puir nlﬁanmhlu«nen« mlded uu:ldl&e? :M;cnl

inkel hilften (7.), 8q.ist.und der andere jndar t
der'Ort des qu(il;’)nnktes ‘zwisehen '\ e!l ""7.} i &F
By des Stidhibasehils: anf ged Pudkeen Hegt wé mu¥i
zwei bestimmte Kreise be- die Gerade A, mit irgead
schrinkt, welche dxe Ab- einem der, vilfr fu.ten
stinde 4B, b 'der sich’ zugo- Strahlen parallel lem,
ordneten fesienl’unkte von und umgekeilr‘t, iat sig wmit
einander zu Durchmessern einem der letzteren panl
luben”') . “lel, so finden’ allemal’ene

Bedzngungen statt.” ;

[ ]

Durch den letz!eren Satz links ist diemchtlgkelt der
olngen Bebauptung (§. 1, I, ) dargethan. " |

-
el e
* + *) Ans dieseny Satze- lassen .1.:1. “wninittelbar ‘Boch’ elne. nea.e
anderer Satze herleften, als z, B! mchfolgendé‘ Tan e o
W W-énn - die Enap‘dnhe ‘b der! Ghnhl’mie einés
Dreivcks w B'b (Fig. 4.y fest bind, und wenn'dte Gerddis
© d eder ¢ welehe ‘den 'Winkel #n der’Sthtzé odidr des-
sen Nebemwinkel halftet, stets darch eimen drittén 1
sten Punkt'd oder ¢ der Grundlinie geht, ‘so ivt"dek
Oyt de!"&p“itze B-des Preiecks ¢in' bestimmiter-Krets,
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i : NECWR man .aue Hurch die. Spitse: dinon balichigen
Drcisgkn.mwei . Stablen ;sight, 'wevom .den: tine. dureh
dia, Miti dex. Gamndlicke gohty and der, andere mit dew
Granilinia; peralisl ist, , 50 - sind  dieselben - fugeordaets
hwswiatische Stralilen #u den awel (ndouen)ﬁdm du
B”dq.lf: FERTET I TR T IO TER T
-L1:-ANe. Dipa geinsinsehafifiche Geaall. dch dh M
tenpaare. . (0t) .otler Simhlenpaere (d, ). halemvesion
sipg ». walche, in Bezag -auf zwei: feste: Punkie @) b edey
Strahlen a,b (Fig. 1.). z2ugeordnets hanmenische Punkte
oder Strahlen sind, Lifst sich folgendermafaen 5,paucr
beatimen. * . . N

) Am den bbigcn Ausdrlicken (l 9. R

“ad ‘sin "(ad)” " sin (a c) ! ! .'

A 1] "'Ti's'.’ sin (bd) " pin (Be)
dmch welcha die- harmonische. Lage: den )edemahgen
vier 'EKlemente bedingt wird, folgt nnmmelbar, wem
nhmhdh ‘der’ Pynkt ‘m in der ‘Mitte zwischen a ynd’ b
wid' der Slrahl h in. de:: Mntte zmscheu aund b hegt..
| FOVEPERE ST,

Vvelchfr den Abstan.a bc des dut.ten festen Punktes [
éder.c von de;niemgen Punkte ¢ oder b, der in Bezug
qnfdle zweél genannlen Lndpunkte o, b, sein zugeord-
lleter‘ harmomscher Punkt ist, zum Durchmesser. lut“

In diesem l'nlle, wo die Strahlen d, c die von den Strahlen
a, b eingeschlossenen Witkel Lilften, hat man bekanntlich:

b Ba:Bh=ad: bdb=ae:be, i !
und umgel(ehrt wenn diese Verhiltnisse gleich sind, so [indet
jene Voraussetzung statt. Daher folgt ferner der nacllstehende be-
lmmte Satz, C -

;.»Wenp die Endpunkte, ¢ der G:nnﬂllnl, eines
Dreiech aBb fest sind,.und wenn das Verhiltnils
Ba : Bb der beiden librigen Seiten gegeben jat, 's0 ist
der Ot .der Spitze B des Dreiecks ein Krois, dessen
Mistqlpunkt.in der.genannten .Grundlipje.liegt, und
swpr pind die Endpunkte dieger Grundlinie au den
Emdpunkten 3, ¢) dea.in ihy liagenden Durchmessess
des, Kseines engeardnege hapmonjsche. Punkies nnd




& i bt o Hibdnedsche 'Elgmente. .t - ¢ nuv 2

am +md = Am-me :gi(bh-+hd) sin(ab+he)
SO e s TARE Y
und’ darauy folgt’ feryes durch:bekanate Verfnderungeny
wh . e wmuna® b igChd) L ig (he)imig(abliwiig(bb)}
d&,[m: I BRI I IR T SR B S T
R TR 7 L I R Y D e e vt e e o b e
 gBai itgead, vier harmaoy - Bdi .vier hiswronischeq
mitchan Pankien:a;d;b,¢ ist Sttablen o/d; by e itot dad
dasReahteak (ud.me) natsr Pooduks:(t3hdl.igtha) ded
den. Abatiaden ziveier xa¢ Tangentan ddr Winkel, el
geordneten Punkte(b,¢)'von ehé. zwei . ngebrdncse
denijenigen Pahktd (m);vwel Stnabhlon. (d o) miti dow
_ cher.in/desMitte swischen Streblesdy einseNliefses]
den.zwei dbrigen Punktea ddr'inm dor Mift & xwisched
(8,9 liegh,.gleich dem Qual den 2skef Gbriged Stuahlen
drat des halbed Abstandes (a b) diegh gheichi der naveir
. (ma,mb) derdetzteren Punks ton. Pottens . dee’ Tangeats
"id von.eimander” . v .. o | des halben Winkels (o)
R L Lo - (b)), welehen die letztea
v+ ... .1 - Strahlen ginschlielsen? .t
e = . N S S RO 'y Gl hu
fermer: die-zwei Gerwden (&' c), welelie die Winkel
an-der Spiize des Dreiécks huifien, gelren stetd dureh
zwei feste Punkte, n&mlieh durch die Endpuite [ %]
des genannten Purehmessers” Und umgekebrt:

»Nimmt man in einewm Durchmesser ¢d eines Krei-
ses irgend zwei Punkte 9, b, die,in Bezug auf desgen
Endpunkte ¢, §, zngeordngte 'li‘ah‘nionische"g’unk'te' sind,
so haben je zwei Gerade aB, 6B, welche dieselbén
mit irgen'd eindw Punkte. B-dbs Kreisos verbiddend, ei-
nerlei Verhiltnifs, und zyar vexhylten ste sichjalle
mal wie die A'bstinde der angenommengn Punkte vop
dem kinen oder dém anderenEndpunkté desDurehines:
serd, pdbo Wik ad.>$d, odkr wie-ac.: §v; nwd ferwir:idle
ewei Geraden BY, Be, welche denm jedesmaligen Runks
Bim Kreige‘'mit den Endpunkten des 5enanqtenDu_gch—
méysére verbinden, hilftén die voif jenen'eistén zweél
Guradem eingeschlosdenen’ Winkeh.! o 1.iva bay
..~ Ty Jielen sich, higr ;Jeicht, nock, mencherjai Eolgomsolen dr
barmyniscfle Punkte und harmonische Gerade in_Bgzj,ebnn& a .‘.de,
Kreis anschliefsen, allein da sich dieselben Eigenschaften in ‘der
Folge fae. allé: Kegelschnitte zagleich' beweisen' hasséir; ‘so ‘st ' é6
speckiifsig, sie bis;dahin sa yeveéhichen, ... ..linel wohiy.
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wl 4 devaia ul+u0~;: *w-# o 44 mo
”ﬂt sally, l’.!.-*me-m 1 alle, St rﬁ&emnm
zwei f lp n Bezn zwei, fe-

die inBegu {('
Phstie” :‘j ugebnh tﬁ! ‘ste Strablen (a,ﬁ) zngeor&-
Nadshoiwi kb Prnkie: shid, weted Kovtawntodd® Strék
ist 1) das Rechteck unter len sind, ist 1) dagPpguult

ihren Abstinden von dem-
jenigen Punkée m, wildher
buider Mitte swischdn den
Sedten Punkién Jiegt, von
Bestiadiger Grdlfde, und
swer: gleich dém'Quadras
ded halben Abstandes deov
festew Raakite von: elnan:
ded; uad. 2):je twei. sélche
Punkte - liegen . jedesmal
safeinebleii Seite des ge-
nbanien: Panktes '3  und
dmsgekéhrt: jedeawei Punke
te, welclié dicsen beidehn
Bedingingen sugleich ge:
- miigen, sind :ngeqrdnete
harmonische Runkie in Be-
wug.axuf die genanntan awef
feoten: Puktm" SR P

PRI B R B K

der Tnsentel der Winkel,
diw sit wiv dem Strid¥o b
¢inochiiefeen] di¥rniu' dév

.Mitde fwiswhon deow féhteh

Strablenliegsvon beblindic
gorGrifse, und swargleich
deraweitebPdtenz derTan.
geite des hwllen: Winkelt,
welched die festen Strab-
lea 'einichliefued; -and 2)
bebde Strahlen liegen je-
desdial .auf einerbel - Seite
des genannten Strables h;
und umgekehrt: jede zwei
Strahlen, welche diesen
beiden Bedingungen zu-
gleich geniigen, sind sege
qrdnete harmonisgheStrah-

v lem im. Beng ‘auf die ge-
. .-mannien zwei feueg Strab-

fen.”. . -: o

Zvve'i und me\l!rere Gera,dg, und zwe: nnﬂ mellrcre
. : eBene Strahlbﬁschel.

" O.e Dor Gegenstand der: blshengc- Be(molmmg bex
thaf bgfs die zwei Gebilde B, A, namlich ‘éined’ ¢héneii
Stmhlbmdlel B .und, ¢ine Gerade A, die, sich. ip sol
, cher Bezichung eltgcsengeaelzt waren, dafs -ibive -Ele-
mente einandér aufl bestimmte Weise, entsprache‘ﬂ imd
dadurch emem bespmmten Gesetze 9nte:worf¢q waren,
und wobei die Gebilde .projectivisch gebamnt: wurs
den. "Bie weitere  Betrachtung wird ‘sich ' nun aef die
Uﬂtersuchung der . gegenseitigen Bezxehung ausdeimen,
dele .ecinerseits. zmachen awei Geraden, die. it deny
selben Strahlbiischel: ‘projectivisch: sind, wnd -anderer
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sdlts _zivischen . gwei ‘Shrahiiiisdheln  Hia - dail: iddeshilsed
Getaden projectivisch 'sind;| und weldhe:feaner awischen
mohveren. Gebilden, ' Geradeh -und: Strahiblschéla, die
M--Mﬂd-pﬂojqﬁisalmibdyah&.h&m: Vgl

I. Sind zwei Gerade A, A, (Fig. 8!).mit  dinem
umd .‘demselben Sthablliischdl B: phrojedtinidel, so
dade: . alse. (hestimiita ; Ruilkte ia, B, ¢,,...... in. der . Ceny
deh A und. bestindate: Punkte 8,,i84; 0Dy, ... .inl dor
Gegaden A, suf bestimite . Weisé: :(§. 3.) unler: dines
m Gésetze 0§:4.) den . Strablen. 2, b, 0,4, ...t
dés -Strablbiischels B : entspreches, %0 dollen jd) zwel
Punkite @ und-a,;'d und: b,, ¢ uad . ¢, n: 5. w. der' Ge-
raderi, welche. denisélben Strabl dés Strablbidschals- ent-
sprechen, ‘eberifalié eptsprochend¢ Parikte” heifben,
vad, die’ Gesdden . sdllen, in .Bezug:abl das ganzes Sp-
stém ihrer :entdéprechenden ‘Punktenpasre, foftam .,pyo-
joetivisch” gemannt wevden. .. Und wenn ‘die prejectt-
viscien Geraden A;-A, soiche bbsonderé Lage: hahen,
-dids. beide zugleich mit dem Stvablbiischel B fierspechic
visch eind (§2,), dafs: plimlich jeder. Stéahl-des Sttabl-
biiseliels : durchi die ibin-cntspréchenden Punkte: peider
Geraden . gdbt, :wib .étwa ‘in (Fig: 0),1 duni sallen.die
Geraden: .ebenfalld ,perspectivisch’l: genahnt werden,
and: dann. bei(st !des’ Punkt .B-,Projectiohspunkt?
-Jede ‘andbre :Lage der Geraden,. die hicht persgiectd
wvisch:ist; solt ,8dhiefe Lage’. heifson. Farner solicn
sowohl bei. derisdhiefen, ials. bi? dek:peragactivic
schen Lage der Geraden A, A,, die Strablen.ia e
oos.o dder diejenigén : Gerdden 04, ; 86y, Styo.. ., die
durch : entspsechende/ Pusikie . gehesij - ,,Projeotinns:
straklenl) genatnt) werdeni.: Bei der.porsgeditischeln
Lage 'der Geradem:iA;:A; (Figui7:)-debien also alle! Prot
jestidnsstrablen. dukoh: eitien: bestigtmien . Butikt, dusch
denPrejcctiondpimkt B, und. hilden:des gensmpts; Straldr
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@ikhel !B bei iden ! adhicktn. Lage dagegen-(Fig-9.),
trolfony sic micht - in ciném . Punkte! zastmpen, sdandesn
sis sinkd oimcin’anderen. sehd merkwilrdigehr G esetae un.
terworfeny welches im dritten K-ptel n&»w
weeden wird;' . ¢ ./ N -
ve Bei wwbh pwyephﬁsdllm Genden A A. ist fermer.
die Bigedtbomlichkéit: der Pardlielitrablen: in Erwihneag
xd bringen. .. ‘Befinden sith z.:B. die. Gedaden mit deim
Swablbtiselrel B, nnd also auch unter sich,.in pérepec
tivischer Lage (Wig::7.);-und sind q, ¥ -diejenigen Strah-
.den; dip mit den Geraden. parallel sind, alsd. e Pa-
ralledstrahlen (§.'2), ¢o entspricht.mithin derRunkt
4i’ in der Géraden A, dém uneadlich. entfernten Pauikte
4 dor. Geraden A, und .es ‘entspricht der. Punkt ¢.in
der Geraden A dem unendlich entfernten Purkte t, der
Qerpdem A, Die zwei Punkee q,, ¢ sollen fortan ,die
Durchsoliniste dexr Parallelstrahlen” génannt wen-
desi. Es it kilar; dafd, wenn aach.die Geraden Al,-A,
i aghiefe i Lage: gebeacht werden' (Fig. 9.), deun die
Mojettiodssidahlen ¢, # oder:gyq, vv,. imwerhia mit. ib-
neén garsllel - bleilien (§: D), welsbalh: Jetztere alsdann
_§sinwer- moch. Parallelstrahlen heidsen sollen.. .. - ..»
1 ' .Pmdlich ‘ist ndch zu bemerken,. dals, 'wenn- die Go-
rdden A, Ay perepectivisth sind (Fig. 7.), dann:in.ibrem
BDurehschaiftspunkte .(¢¢;) zwel entsprechendo. Punkie
¢, ¢, vereinigt sind, indem nimlich der Pilojectionestzabl
° ol’cnhm beldc G&aden zugleich - in - )enen l’unhc
I Sind .zvvei . Strahlbﬂxolel B By (an.u) mit
eiter -und - derselben - Geraden : A projocqivisch, so_
dofe also bestimmie Stiablen: a,d ¢.d;..... des iStzahl-
btisthels B;: und’ bestimmte Strablem ay, by, ;,.d,, ...
des Strablbiichels B, der Reihe nach hestimmten Punk-
toh .0y 4;%y..... -der. Geraden: A; awé' die:.obea. §: )
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fastgeschite Wiclié, eulsprobhim,’ s0-sdllen dibSirphled-
pasre atunda,, b und-b,; cundiel, Miaiw. des Staehis
hitscleel, welcha. dapstlben. RPunkis. der. Gentien &: ent
sprachen; . ebenflls. ,ondeprecheatie Stvshlen™ hei;
fatm,: ped die Strabllitisthel sdbst svlied, in Bezibhung
ouif..das ganse Systent ibrer . entsprachenddn. ' Strahleshy
paare,-fostan ,projestiviseh” gebannt wendin.! Uad
wenh; zwei puojectitisdhe, Strahibtiachel. By By. solche
besondere Lage haben,. dals beide zugleich mit:der (3¢,
rhiles A perspectitisch sind, dals nkmlich.lim jedem
Punkt der Geradlen:die’ zwei' ibm  emtsprochenden Strahé
len ieimamder. ‘sehneiden, wie. étwa in. (Fig.}J0)y oder
auch in (Fig.5), dann.sollen:die Strahibiischal. ebenfdlle
spoerspectiviseh’ heifsew, 'wnd- dann soll die Gerade
A ibr ,perspectivischer. Durchsehnitt”. gegmnt
werden: ‘Jédo anders Lage der Strablbéisehel B8, wo
diese micht perspccunsoh sind, soll ,,dclnofc ‘Lége?
heifees.. .- . . - a e s

Bei zwei prO]ectlimhu S(mhlbﬁacbeln B,B.-gdlt
es im.-Allgemeingn, .unter der umzililigen- Menge ent-
sprichendcr Strablenpaare, .1wei. bestimmts. Paave, die
sich.vor allen ihrigem: aul: ¢igenthiimliche Weise. .aunt
zeichhen, nimlich dadurch, dals sowohl.die zvei Strah;
lot des eciben als .die 'des: angderen'. Strahlbilsthels-
éinarder rechtwinklig. sind... Befinden. sichiz.: B, . die
Strahlbiischél in perspedtivischer Lage’ (Fig. 10.), 3o ist
im’ Adlgemeinen mur ein- einziger® Koeis. untes den Bee
dingangeb.mdglich, -dafs. er durch die Mistelpunkte B, B8;
beider-Sirdblbiischel géhe, und:'dafs: seim Mitselpuipks w
in: dem pexspectivischen Purchsebaitt-A- bikge, - Sind 8,1
die:Euirchichnitie dieses Kreises :wt''umd .dor Geraded
Ay 8o-Deritvon: difenbar dic ‘awci Strahlenpaare s'ugd 8}
t upd t;, die jendn ‘zwei Pankten entsprechén,:die wbis
erwihnte Eigenthiimlichkeit, da ndmlich sowohl s und t,
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ool dbyrithdily irdibte Winkel: (3B, 8B, t;/ Wilnkel im
Hilbktside). einschicfacn, und és folgé forneér, 'dals: die.
serr sweb(Strablenvpearelr bur sllein: die gemanmte- Bil
gesthdwmlichhéit zikomme. : Pa: diese:Rigehischaft’ nicht
von'der-Lage .det' Struhibliséhel abbdngiy ist, 56 findet
das Dimilichd sstatt,: yvenn wich die letzieven: in schicker
bage bebibden (Fig. 11.). Dieizwei Sirablenpames, t und
»;; ti; sofen'forlad ,,die S:eh enkel: der entcpno&en-
déh mbchiten Winked? Leifben..: RIS
ut L. Noch/wdg bemerkt. werden,- M wenm zwel Suibl—
blisckeli B, :B| perspeetiviéch sind (Fig: 10.), dans allemal
zwei enttprechende Strahlen ¢, e, aifeinander éalies, nimn-
* bidhiodieser . vereinigte, - oder  gemeirischaftliche, ::Strahl
(be;) . ist . ‘derjenige, . welcher . 'dmv'cli die! Miteclptnkqe
ByB; der Strahlbtsched ‘geht. - N R T
o B0, BEi.\projectiviechen Gerhded :und. bhl pojeen-
viecheh:: Stvahibiischela. kanin zunichst - nach::dem -Ge-
setzen gelragt werden, welchen ihre entsprecheaden
Elemeilebpaare aiiterworfea sind. ap e il
-1ur Da:2ivei:projectivische Gerade Ay A;, safolge der
obigen Erklarung (& 9;:1.), mit einéth wnd demselben
Steablbiis¢lel . B projectivisch:.sind, .so0 folgt. vermdge
(§- 4 oder §..6.) sogleich; dafs zwischen irgend vier
entsprechenden  Punktenpaaren'.beiller Gevaden eid be-
sihnutes Geselz - ftalt . findén' miissk. .. Dena sind:a,b,¢c,d
irgend .vier . Strahlen - des. Strahlbjischelsi B,. .uad 'sind
&8, 65 unday, 8, ¢, d, . die..shnen empecli&don
Papkte in -den:.Geraden A vnd A, 986 ..sind: gam&,
- won. jenés tiStrablen :abhlingige Moppelverliditnitse,’ s0<
wohl: gleich .béstimniteh - Doppely isqen.die tvon
. dehrviér erdieten :Punkien,: als anch gleicli .bestimintén
Doppelverhilinissén, idip, ven dem viey. letatevén Punkien
abuapn, folglich aitssen .uch die duueuh Ddppels

S a bdw e Dadaate 2 v ddoag i -»l Gadivers
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verhiltnisse gleich jenen sein, die sich auf die vier erste-
ren Punkte beziehen, 'und folglich hat man (§. 4, IL.):

1 ac _ad =06, ad,
S YN T XA )
1] 2 ab _ad a,b, a.b,
1% BT T b by
3. ab ac_ab a4

06 ° de T 0,6 Dy .

" Da andererseits zwei projectivische Strahlbiischel
B, B, mit einer und derselben Geraden A projectivisch
sind, so folgt shnlicher Weise wie vorhin, dafs zwi-
schen je vier entsprechenden Strahlenpaaren a, b, ¢, d
und a,, b,,c,,d, beider Strahlblischel ein bestimmtes
Gesetz statt finden miisse, nimlich dafs folgende von
diesen Strahlen abhingige Doppelverbiltnisse gleich
sind (§. 4, IL.):

1 sin (ac) _sin (:;d) sin(a,¢,)  sin(a, d,)
... &in (bc) " sin (bd) = sin(b,c,) ° sin(b,d,y
5 .sin (ab) sin (ad) . sin(a,by) . sin(a, d))
IL * sin écb) ° sin (cd) ~ sin(¢, by)  sin(c,d;)’
6. Hn (ab) sin (ac) _ sin(a,b,) sin (s c,)
" sin (cb) " sin (dc) sm(d,bl) " sin(d, &)
Dicse Gesetze (I, 1L.) lassen sich, wie folgt, mit

‘Worten aussprechen:

«) yBei zwei projectivi-
schen Geraden A, A, haben
jede vier entsprechende
Punktenpaare g und 4,, b und
b,, cund ¢,, dundd,, selche
gemeinschaftliche Bezie-
hung zu einander, dafs die
drei Doppelverhiltnisse,
die aus den gegenseitigen
Abstinden der vierPunkte
in der eimen Geraden zu-

o) , Bei zwei projectivi-
achen Strahlbiéscheln B,B,
haben jede vier' entspre-
chende Strahlenpaare a und
a;, bundb,, cond ¢,, d undd,
solche gemeinschafiliche
Beziehungzueinander, dals
die drei Doppelverhiltnis-
se, die aus den Sinufsen
der Winkel zwischen den
vier Strahlen des- cimen

3
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sammengesetzt sind, gleich Strahlhiischels susammen-
sind den drei Doppelver- gesetzt sind, gleich sind

hiltnissen, die sich aus den drei Doppelverhilt
den gegenseitigen Abstin- nissen, die sich aus den Si-
den der vier Punkte in der nufsen der Winkel zwi-
anderen Geraden zusam- schen den vier Strahlen
mensetzen lassen” desanderenStrahlbiischeéls
zusammensetzen lassen,”

Es_ ist wesentlich zu bemerken, dafs bei den drei
Ausdriicken (1.). die vier Punkte in der einen Geraden
auf entsprechende Weise einander zugeordnet (§. 4.)
sind, wie die vier Punkte in der anderen Geraden,
und dafs ferner die gegenseitige Lage der einander zu-
geordneten Punktenpaare ebenfalls in beiden Geraden
iibereinstimmend ist, nimlich in dem Ausdrucke (1.),
bezogen auf (Fig. 7, oder 8), folgen die zugeordueten
Punktenpaare (a und 6, ¢ und d; g, und 6,, [ und b
sowohl in der einen als in der andern Geraden ab-
wechselnd aufeinander (§.4,6.), und in den Ausdrii-

- cken (2, 3.) folgen die zugeordneten Punktenpaare

(s und ¢, b und d; 6, und ¢,, B, und d,; oder a undbd,
b und ¢; a, und d,, b, uud ¢,) sowohl in der einen

‘als in der anderen Geraden nacheinander (§ 4, a.).
-Dafs diese Uehereinstimmung der gegenseitigen Lage

der zugeordneten Punktenpaare in beiden Geraden im-
mer statt finde, folgt daraus, dals zwischen jeder Ge-
raden und dem Strahlbiischel B, mit welchem beide
projectivisch sind, eine #hnliche Uebereinstimmung ob-
waltet (Ende § 4.), wodurch denn jene nothwendiger
‘Weise bedingt wird. ‘

: Ganz ebenso wird man andererseits in den Aus-
driicken (IL.), in Hinsicht der Zusammenordnung und
der gegenseitigen Lage der zugeordneten Strahlenpaare
in den zwei Strahlblischeln B, B,, eine gleiche Ueber-

-einstimmung wabrnehmen,
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Vermdge dieser Uebereinstimmung und vermdge
der obigen Ausdriicke (I, IL) selbst folgt also, dafs,
wenu von den 8 Elementen, auf die sich einer dieser
Ausdriicke bezieht, irgend 7 gegeben sind, dann das achte
Element dadurch ganz unzweideutig bestimmt sei. Denn
sind z. B. die 7 Punkte q,b,¢,d; a,,8,, ¢, gegeben, so
ist der Werth des Verhiltnisses a, d, : 6, d, durch die
drei Gbrigen Verhiltnisse cines der drei Ausdriicke
(I.) gegeben, nun konnte aber der gesuchte Punkt d,

" diesem Werthe in zwei verschiedenen Lagen gentigen,
und zwar wobei er das einc Mal zwischen und das
andere Mal jenseits der festen Pankte a,, b, lige,
allein da die gegenseitige Lage der vier Punkte q,, b,,
¢, b, mit der der vier Punkte a, b, ¢,d tibereinstimmend
sein mufs, so wird dadurch entschieden, welche von
den zwei Lagen dem Punkte d, nur allein zakommen
konne. Auf ganz 4hnliche Weise folgt, dafs weon an-
dererseits von den 8 Strablen, auf welche sich die Aus-
driicke (II) beziehen, irgend 7 gegeben sind, dann der
achte genau bestimmt sei (vergl. §. 6.). Also folgen
nachstehende Sitze: '

B) »,Das ganzeSystem der
entsprechenden Punkten-

f) ,Das ganzeSystem der

entsprechenden Strahlen-

pasre in zwei projectivi-
schen Geraden A, A, ist
bestimmt, wenn irgend drei
Paare gegeben sind, d. h,
~ sobald drei solche Paare
gegeben sind,etwag,b,¢, und
a,, b, ¢, 80 ist zu jedem
beliebigen vierten Punkt
(d) in der einenGeraden(A)
der ihm entsprechende
Punkt,b, in der anderen Ge-
raden,vermdge derAusdri-
cke(l), genau bestimmt.”

paare in zwei projeetivi-
schen StrabilbiischelnB, B,
ist bestimmt, wenn irgend
drei Paare gegeben sind,
d. h, sobald drei solche
Paare gegeben sind, etwa
a b, ¢ und a,, b,, ¢, s0 ist
zu jedem beliebigen vier-
ten Strahl (d) des einen
Strahlbiischels(B) der ihm
entsprechende Strahl (d,)
desanderenStrahlbiischels,
vermdge der Ausdriicke
(IL), genau bestimmi”: .

3=
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Und zwar folgt (vergl. §. 6, £):

#) ,Dafs man in zwei Ge-
raden A, A, ganz nachWill-
‘kithr drei Punktenpaare, et-
wa a und g,. bund b, ¢ unde,
auswihlen, und sodann fest-
setzen kdnne, die Geraden
sollen projectivisch und
diese drei Punktenpaare
sollen entsprechendePunk-
tenpaare sein.”

7) »Dafs man in zwei
Strahlbischeln B,B, ganz
nach Willkihr drei Strah-
lenpaare, etwa aund a,, b
und b,, cund ¢,, auswihlen,
und sodann festsetzen kidn
ne, die Strahlbiischel sol
len projectivisch und die
se drei Strahlenpaare sol
len entsprechende Strah
lenpaare scin.”

Und ferner folgt durch Umkehrung:

9),Sind die Punkteq,b,¢,d,
ceoound@y,be,¢0 0y, .00 in zwei
Geraden A und A, der Rei-
he nach solcher Gestalt
gepaart, dafs zwischen je
vier Punktenpaarenm die
obigen Bedingungen statt
finden, nimlich dafs sie
dem Gesetze (I) geniigen
und dafs die gegenseitige
Lage der vier Punkte in
der einen Geraden mit der
der vier Punkte in der an-
deren Geraden diberein-
stimmend ist, so sind die
Geraden, in Beziehung auf
alle jenePunkienpaare, pro-
jectivisch.”

d) ,,Sind die Strahlena,b,
¢, d,..... nnd a,, by, ¢, d,y....
zweier Strahlbiischel Bnnd
B, der Reihe nach solcher
Gestalt gepaart, dafs z2wi-
schen je vier Strahlenpaa-
rendie obigenBedingungen
statt finden, nimlich dafs
sie dem Gesetze (II.) genii-
gen und dafs die gegensei-»
tige Lage der vier Strah-
len des einemn Strahlbii-
schels mit der der vier
Strahlendes anderenStrahl-
biischels fibereinstimmend
ist, so sind die Geraden,
in Beziehung auf alle jene
Strahlenpaare, projecti-
visch.”

11. Bevor die besonderen Fille der so eben auf-

gestellten Sitze (§.10.) untersucht werden, sollen diese
nebst einigen frilheren Sitzen erst kurz wiederbolt,
und noch einige erweiternde Folgerungen daraus gezo-
gen werden, die sodann zusammen die Fundamental-
sitze iiber projectivische Gerade und ebene Strahlbii-
schel ausmachen, und desbalb bei spiteien Betrachtun-
gen hiufig Anwendung finden.
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I Die Sitze (§. 4, und §. 6.) und die vorhin aus
ibnen gefolgerten Sitze (§ 10.) lassen sich, wie folgt,
kurz zusammenfassen.

@) ,Bei zwei projectivischen Gebilden — ’
seien es eine Gerade und ein ebener Strahlbi-
schel, oder zwei Gerade, oder zwei ebene
Strahlbiischel — sind die Doppelverhiltnisse,
welche durch irgend vier Elemente des einen
Gebildes bestimmt werden, gleich den Doppel-
verhiltnissen, welche durch die vier entspre-
chenden Elemente des anderen Gebildes be-
stimmt werden; ferner ist die gegenseitige La-
ge der vier Elemente des einen Gebildes tiber-
einstimmend mit der der vier Elemente des
anderen Gebildes.”

B ,Daher ist das ganze System der cnt-
. sprechenden Elementenpaare zweier projec-
tivischen Gebilde bestimmt, wenn irgend drei ~
solcher Paare gegeben sind.”

7) »Und zwar kénnen solche drei Paare
ganz nach Willkiihr angenommen werden.”
Und umgekebrt ():

d) ,Sind die Elemente zweier Gebilde der-

gestalt gepaart, dafs die durch irgend vier Ele-
lente des einen Gebildes bestimmten Doppel-
verhiltnisse gleich sind den durch die vier
entsprechenden Elemeirite des anderen Gebil-
. desbestimmtenDoppelverhiltnisse,wobeinoth-
wendiger Weise die jedesmaligen beiderseiti-
gen vier Elemente ilbereinstimmende gegensei-
tige Lage haben miissen, so sind die Gebilde,
in Beziehung auf alle )ene Elementenpaare,
pro]ectxvnsch”
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IL Aus den vorstehenden Sktzen folgt unmittelbar
der nachstchende umfassende Satz:

@) ,Sind zwei Gebilde — Gerade oder
" ebene Strahlbtischel — mit einem dritten pro-
.jectivisch, so sind sie &s auch unter sich.”

Dieser Satz umfafst nimlich nachstehende sechs
Fille, wovon die zwei ersten schon oben (§.9.) als
Erklérung projectivischer Geraden und projectivischer
Strahlbiischel gegeben wurden.

® »Sind zwei Strahlba-
schel B, B, mit einer und

M »Sind zwei Gerade A,

A, mit einem und demsel-

ben Strahlbtischel B pro-
jectivisch, so sind sie es
auch unter sich.”

7) »Sind eine Gerade A
und ein Strahlbiischel B
mit einer und derselben
Geraden A, projectivisch,
so sind sie es auch unter
sich.”

3) ,Sind zwei Gerade A,
A, mit einer dritten Gera-
den A; projectivisch, so
sind sie es auch unter
sich,”

derselben Geraden A pro-
jectivisch, so sind sie es
auch nnter sich.”

7) »Sind -ein Strahlba-
schel B und eine Gerade A
mit einem und demselben
Strahlbdschel B, piojec-
tivisch, so sind sie es auch
unter sich.”

8) ,Sind swei Strahlba-
schel B, B, mit einem drit-
ten Strahlbiischel B, pro-
jectivisch, so sind sie es
auch unter sich.”

IIl. Durch Wiederholung und Zusammensetzung
der vorstehenden Sitze (IL) gelangt man unmittelbar
zu dem nachfolgenden ausgedehnteren Satze.

»lst bei irgend einer Anzahl n Gebilden

— Gerade und ebene Strahlbiischel — in ir-
gend einer bestimmten Ordnung genommen,
der Reihe nach jedes Gebilde mit dem darauf
folgenden projectivisch, so ist jedes mit je-
dem, also namentlich auch das erste mit dem
letzten, projectivisch.”

12. Was nun die vorhin erwihnten besonderen
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Fille anbetrifft (§. 11.), so sind davon zwei Arten zu:
unterscheiden, nimlich entweder sind bei beliebigen
Gebilden solche Elementenpaare zu betrachten, fir
welche die Ausdriicke (§. 10, I, IL) wesentlich vereine -
facht, oder es sind solche Gebilde zu betrachten, bei
denen fiir je vier entsprechende Elementenpaare jeme
Ausdriicke vereinfacbt werden.

Die besonderen Fille der ersten Art evtstehen
dadurch, dafs durch die Eigenthilmlichkeit der Elemen-
fenpaare entweder einzelne Verhiltnisse in den ge-
nannten Ausdriicken = 1, oder dafs der Werth eines
Doppelverhiiltnisses = 1 wird. Die wichligsten Falle
der Art sind folgende.

I. Nimmt man bei zwei projectivischen Geraden
A, A,, anstatt der Punktenpaare ¢und¢,, d und d,, die
awei Punktenpaare q und q,, ¢ und r,, dic dea Parallel-
strablen zugehtren, wo nimlich q, r, die unendlich
entfernten Punkte der Geraden A, A,, und wo g,, ¢
die sogenannten Durchschnitte derParallelstrah-
len sind (§. 9, I.), s0o werden die Ausdriicke (§.10,L) -
_ zufolge (§. 7, 1.), wie folgt vereinfacht:

LI
D b:gp=gidt

3) _%—2 : 1= 4,6, : 0,0
Aus dem ersteren Ausdrucke (1), der bei spiteren
Betrachtungea durch zweckmifsige Anwendung zu merk-
wiirdigen Folgerungen fiihrt, folgt:
@) br:ar = a,q, : b,q;, oder
B) arxa,q, = brxbiqg,.
Nimmt man andererseits bei zwei projectivischen
Strahibilscheln B, B,, anstatt der Strahlenpaare cund o,
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d und d,, die zwei’ rechtwinkBgen entsprechenden
Strahlenpaare s und s,, t und t,, d. h., die Schenkel
der entsprechenden rechten Winkel, wo néimlich so-
wobl s und t, als 5, und t, zu eipander recbtwinklig
sind (§. 9, IL), so werden die Ausdriicke (§. 10, If.)
cbenfalls vereinfacht, und namentlich wird aus dem
ersteren derselben (welcher wichtiger ist, als die bei-
den tibrigen), wenn man bemerkt, dafs sin (90°+x)
" = c0s'X, alko z. B. sin (at) = cos (as):
1) sin (as) cos (as) _ cos(at,)
sin (bs) ~cos (bs) cos(b,ty) ’
oder:

7) 1g(as) :
9) tg(as) .
Eben so bat man:
") g (at): 1g (bt) = tg (b,s,) s tg (a18,), and
di) tg (at) . 1g (a,8,) == tg (bt) . tg (bs,).
Die Ausdriicke: (8, J, d,) enthalten, mit Worten
ausgesprochen, nachfolgende merkwiirdige Sitze.

sin (a, t;)
sin (b, t,)

tg (bs) = tg (b,t,) : tg (a,t,), und
tg (e t)) = tg. (bs) . tg (bity).

nwBeizwei projectivischen

GeradenA,A, ist dasRecht-
eck (ar.q;,q,) unter den Ab-
. stinden irgendzweier ent-
sprechenden Pnnkte (8,4,;
oderb, b,,..) vondenDurch-
schnitten (1,q,) der Paral-
lelstrahlen wunverinder-
lich, d. h, fiir alle Punkten-
paare hat dieses Rechteck
éinerlei Inhalt”

»Beizwei projectivischen
Strahlbiischela B,B, istdas
Produkt aus den Tangen-
ten der Winkel, welche ir-
gend zwei entsprechende
Strahlen mit den ungleich-
namigen Schenkeln (s, t,,
oders,,t) der entsprechen-
den rechten Winkel ein-
schliefsen, vonunverinder-

Jdichem Werthe.”

‘Wenn also bei zwei projectivischen Geraden A, A,

die Durchschnitte (r, q,) der Parallelstrahlen und aufser-
dem irgend ein Paar entsprechende Punkte a, a, gege-
ben sind, so sind die Ausdriicke (e, 4.), durch welche
zu irgend einem Punkte der einen Geraden, etwa zu dem
Pankte b in der Geraden A, der entsprechende Punkt
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b, in der anderen Geraden A, bestimmt wird, sebr ‘ein-
fach und bequem. Nebstdem nimlich, dafs durch die
genannten Ausdriicke tber die Grofse des Abatandes
(6,9,) des Punktes 6, von dem Durchsehnitte q, des
Pgrallelstrabls entschieden wird, wird durch die Ueber-
einstimmung der gegenseitigen Lage der Punkte in bei-
den Geraden, die Lage des Punktes b, genau bestimmt,
denn je nachdem die Punkte a, b puf einerlei oder
auf verschiedenen Seiten des Punktes v legen, be-
finden sich tibereinstimmend die Punkte gq,, 6, auf ei-
nerlei oder auf entgegengesetzten Seiten des Punk-
tes q; (§. 10.). Wie leicht zu sehen, findet anderer-
seits bei den zwei Strabibiischeln B, B, in Rtcksicht
der Ausdriicke (7, ), Aebnliches statt.

Es ist ferner leicht zu sehen, dafs umgekebrt, wenn
in zwei projectivischen Geraden A, A, irgend drei ent-
sprechende Punktenpaare g, 8,¢, und a,,8,,¢, gegeben
sind, dann durch dieselben die Durchschaitte v, q, der
Parallelstrablen bestimmt und mitlelst der Ausdriicke
(1, 2, 3) oder (§. 10, 1) zu finden sind; und dafs eben
50, wenn in zwei projectivischen Strablbiischeln B, B,
irgend drei entsprechende Strahlenpaare a,b,c, und
a,, b,; c,, gegeben sind, dann die Schenkel (s, t,8,,t;)
der entspréchenden rechten Winkel (st), (s;t,) vermoge
der Ausdriicke (§. 10, IL) bestimmt und za finden sind

. .IL Von den Ausdriicken (8§ 16, I, 1L), auf {Fig.
7, 8 und 10, 11.) berogen, gestatten, vermige der ge~
genseitigen Lage der Elemente, nur zwei, ndmlich nur
die Ausdriicke (§. 10, 1,4.), den besonderen Fall, dafs
der Werth der darin enthaltenen Doppelverbiltnisse
= 1 wird, und da alsdann die beiderseitigen vier Ele-
mente, auf die sich der jedesmalige Ausdruck: berieht,
zugleich harmonisch sirid (§. 8, I, «..), so folgt also (was
zum Theil schon in-§: 8, II. nasgesprochen): -
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pDals bei swel projeéti-
vischen Geraden A, A, ir
gend vier harmonischen
Punkten in der einen Ge-
raden auch vier harmeni-
sche Punkte in der ande-
ren Geraden entsprechen”

-

nDafs bei swei prejec-
tivischen Strahlbischeln
B, B, irgend vier harmoni.
schen Strahlen in dem ei-
men Biischel auch vier har-
monische Strahlen in dem
anderen Biischel entspFe-
chen” -

Und umgekehrt (§. 8, I, 8.):

»Sind in jeder von ztwei
Geradea A, A, irgend vier

harmonische Punkteg,b,b,¢ gend

und @4, b, b, ¢, gegeben, so
kannman aufachtverschie-
dene Arten festsetzen, die
Geraden sollem projecti-
visch und jene Pnnkte sol-
len entsprechende Punk-
tenpaare sein, und zwar
ist dazu nur erforderlich,
dafs in jedem Falle irgend
zwei zugeordnete harmo-
nische Punkte der einen
Geraden auch zwei zuge-
ordneten harmonischen
Punkten der anderen Ge-
raden entsprechen”

»Sind in jedem von twei
Strahlb@scheln B, B, ir
vier harmonische
Strahlena, d,b,c und a,, d,,
b, ¢, gegeben, sokann man
auf acht verschiedene Ar-
ten festsetzen, die Strahh
biischel sollen projecti-
visch und jene Strahlen
sollenentsprechendeStrah-
lenpaare sein, und swar
ist dazu nur erforderlich,
dafs in jedem Falle irgend
zwei zugeordnete harmoni-
sche Strahlen des ecinen
Strahlbiischels, anch zwei
zugeordnetenharmonischen

Strahlen des anderen
Strahlbiischels entspre-
chen”

13. Die besonderen Fille der zweiten Art (§. 12)

bestehen * darin, dafs bei den projectivischen Geraden
A, A, entweder je zwei entsprechende Abschnitte glei-
ches Verbiltnifs zu einander haben, oder einander gleich
sind, und dafs bei den projectivischen Strablbiischeln
B, B, je zwei entspreciende Winkel einander gleich
sind. Von der Moglichkeit dieser Fille kann man sich
leicht iiberzeugen, wenn man die Gebilde in perspec-
tivischer Lage betrachtet, nimlich wie folgt.”

.. L a) Bei zwei perspestivischen Geraden A, A, kon-

nen die besonderen Umstinde eintreten, dafs -entweder
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@) der Projectionspunkt B (§. 9.) unendlich entfernt
liegt, so dafs die Projectionsstrablen a, b, ¢, ..... simmt.
lich parallel sind, wie z. B. (Fig. 12.), oder §) die Ge-
raden A, A, kdnnen parallel sein, und der Projections-
punkt B entweder 1) zwischen, wie (Fig. 6.), oder 2)
jenseits denselben liegen, wie (Fig. 13.). In jedem
dieser Fille findet offenbar die besondere Eigenschaft
stait: ,Dafls je zwei entsprechende Abschnitte
der Geraden A A, einerlei Verh&iltnifs haben,”
so dafs man also, statt des obigen Gesetzes (§. 10, L),
in diesem Falle z. B. hat:
ab ac ad B¢
1. b = o = o = Bie, = u.8.W.

Zwei Gerade, denen diese besondere Eigenschaft
zukommt, sollen fortan projectivisch ,ihnlich” heifsen.
" Aus dem Vorstehenden folgt unmittelbar:

»Dafs das ganze System der entsprechen-
den Punktenpaare zweier projectivisch dhnli-
<cher Geraden A A, bestimmt sei, wenn irgend
zwei solche Paare gegeben sind” Und

»Dafs man nach Willkiihr zwei solche
Paare annebmen und sodann festsetzen kdnne,
die Geraden sollen projectivisch dhnlich und
jene Paare sollen entsprechende Punkten?
paare sein.”

Ferner folgt, mit Riicksicht auf das Gesetz (§. 10,1.):

»Dafs zwei projectivische Gerade A, A,
allemal ahnlich sind, sobald irgend drei Paar
entsprechende Abschnitte, welche durch drei
Paar entsprechende Punkte, etwa a,b,¢ und
61,6, ¢, bestimmt werden, gleiches Verhilt-
nifs haben, d. h, wenn ab : a,6, = ac¢: a.c.
b‘ B;ﬁ ist.’ Und:
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n»Dafs zwei_projectivische Gerade 3hnlich

sind und perspectivisch liegen, sobald ir- -

gend drei Projectionsstrahlen, etwa a, b, ¢,
parallel sind.”

Noch -bleiht ein Umatand zu bemerken, der bei
spiteren Betrachtungen interessant¢ Folgen’ nach -sich
alelit, ndntlich dafs bei projectivisch ihnlichen
Geraden A, A,, jedem endlich entfernten Punkte der
einen Geraden, ein eben solcher Punkt in der- anderen
Geraden entspricht. Denn in (Fig. 12.) findet offenbar
gar kein Parallelstrabl q statt (§. 9, I.), und in (Fig.

6. und 13.) haben beide Geraden einen gemeinschaft-

lichen Parallelstrahl q. Daher folgt also nothwendiger
‘Weise:

»Dals beizwei projectivisch &hnlichen Ge—
raden ihre zwei unendlich entfernten Punkte
(4, @) entsprechende Punkte sind” Und um-
gekelirt:

.nDafs wenn bei zwei pro;ectxvnschc‘n Ge-
raden ihre - unendlich entfernten Punkte ent-
sprechende Punkte sind, so sind die Geraden
dhnlich.”

b) Wenn ferner bei zwei projectivischen Geraden
A, A, entweder o) die Projectionsstrablen a, b,c,.....
parallel (Fig.12.) und beide Gerade mit ihnen gleiche
W.inkel einschliefsen (so dafs daqa, = d,a,a), oder
-f3) wenn die Geraden parallel und derProjectionspunkt
B in .der Mitte zwischen ihnen liegt (Fig. 6.), oder end-
lich. y) wenn sowohl die Geraden als die Projections-
strablen unter sich parallel sind (Fig. 14.): dann findet

offenbar die besondere Eigenschaft statt: ,Dals je

zwei .entsprechende Abschnitte der Geraden
A,A, einander gleich sind,” so dafs man, statt -des
vorigen Gesetzes (a, 1.), in diesem Falle hat:
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2 ab=qa,6,ac=aq¢, bco=be¢ u s w

In dem gegenwirtigen Falle sollen deshalb die
Geradeni A, A, pm)ecﬁvuch »gleich” (congment)
heifsen. .

Dieser Betrachtung zufolge ist also ,bei zwei preo-
jectivisch gleichen Geraden das ganze System
dér entsprechenden Punktenpaare bestimmt,
sobald ein einziges Paar gegeben ist”

Auch folgt, wie leicht Zu sehen, ,dafs zwei pro-
jectivische Gerade A, A, allemal gleich sind,
sobald irgend drei Paar entsprechende Ab-
schnitte derselben, welche dureh drei ent-
: sprecbcnde Punktenpaare, etwa @,b,¢ und q,, 6,
* ¢,bestimmt werden, einander gleich sind, d.h,,
wenn ab = a,6,, a¢ = q,¢;, und bH¢ = B, ¢, ist.”

Endlich folgt (a): ,Dafs bei zwei projecti-
visch gleichen Geraden ihre unendlich entfern-
ten Punkte entsprechende Punkte sind.”

Il Zwei perspectivische Strahlbiischel B, B,
konnen insbesondere so sein, dafs entweder ) itr
perspectivischer Durchschoitt A (§. 9, IL) zu ihrem ge-
meinschaftlichen Strahle (ee,) rechtwinklig und von den
Mittelpunkten B, B, der Strahlbiischel gleich weit ent-
fernt ist, wie etwa (Fig. 5.), so dafs je zwei entspre-
chende Strahlen gleiche Stiicke von einander abschnei-
den, nimlich Ba = B,a, Bb = B,§; u. s. w.,” oder
p) dafs je zwei entsprechende Strablen parallel sind,
welches niimlich dann eintreten wiirde, wenn ‘man fn
Gedanken ‘die Figur 10. sich so verinderen liefse, dafs
wiihrend di¢ Mittelpunkte B, B, der Strahlbtischel fest
blieben, deren perspectivischer Durchschnitt A sich ins
Unendliche entfernte, wodurch' (Fig. 15.) entstinde. In'
jedem dieser zwei Fille findet offenbar die hesondere
Eigenthiimlichkeit statt: : ' o
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»Dafs je zwei entsprechende Winkel der
zwei Strahlbtischel B, B, einander gleich sind;”
so dafs man also, statt des obigen Gesetzes (§. 10, IL),
nur die einfache Beziehung hat:

- 8. (@ab) = (a1by), (ac) = (a,cy), (be) = (b, ;) u.8 W
Zwei Strahlbiischel, denen diese besondere Eigen-
schaft zokommt, sollen projectivisch ,gleich” heifsen.
Es folgt aus dieser Eigenscbaft unmittelbar: ,Dafs

das. ganze System der entsprechenden Strah-
lenpaare zweier projectivisch gleicher Strahl-
biischel bestimmt sei, sobald ein einziges sol-
ches Paar, etwa a, a,, gegeben ist.” Jedoch sind
dabei, in Hinsicht der Aufeinanderfolge der Strablen,
oder der Lage der Strablbiischel, zwei Fille zu unter-
scheiden. Nimlich man kann die Strahlen der Reihe
pach in beiden Strahlbiischeln entweder in gleich er
_oder in umgekehrter Ordnung aufeinanderfolgend
annebmen; d. h., man kaon annehmen .die Strahlen
adb,c, ... und a,,d,,b;,c,..... folgen ‘sich, von
“den Mittelpunkten der Strablbiischel aus betrachtet,

entweder 1) in beiden Strahlbiischeln rechtsherum,

oder in beiden linksherum, wie z. B. (Fig. 15.), oder
2) in dem cinen Strahlbiischel rechtsherum und in
dem anderen linksherum, wie z. B. (Fig.5.). Das
Gesagte findet ‘statt, die Strablblischel mbgen sich in
perspectivischer oder schiefer Lage befinden. Im Falle
(1.) sollen die Strablbiischel ,gleichliegend” und im
Falle (2.) sollen sie ,ungleichliegend” heifsen. Wird
der eine Strahibiischel in' Gedanken umgewandt, und
wiederum zu dem anderen in dieselbe Ebene gelegt, so

wird die Ordnungsfolge seiner Strablen offenbar eine

andere, so dafs, wenn die Strahlbiischel vorher gleich-
liegend waren, sie jetzt ungleichliegend sind, und
auch umgekebrt.. Dieser Unterschied der Lage zweier

~
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projectivisch gleicher Strablbiischel giebt sich weiter
unten, bei der Erzeugeng der Kegelschnitte, auf schr
aufiallende Weise kund.

Es folgt ferner: ,Dafs zwei pro)echvuche
.Strablbéachel B,B, allemal gleich sind, sobald
irgend drei Paar entsprechende Winkel der-
.selben,welche durch drei entsprechénde Strak-
lenpaare bestimmt werden, gleich sind.” Und:

ysDafs daher zwei projectivische Strahl-
bitschel gleich sind und perspectivisch liegen,
-sobald irgend drei entsprechende Slrahlen-
paare parallel sind.”

Endlich mag noch bemerkt werden, dafs es bei
zwei projectivisch gleichen Strahibfischeln nicht nur
ein Paar entsprechende rechte Winkel giebt (§.9, IL),
sondern dafs vielmebr jedem rechten Winkel des einen
Strahibtischels auch ein eben solcher im anderen ent-
spricht. '

. Von der gegenseitigen Lage der Gebilde und den °
durch sie bedingten Siétzen und Aufgaben.

14. Nachdem die allgemeinen und besonderen Ge-
setze, die zwischen den entsprech¢nden Elementenpan-
ren zweier projeclivischer Geraden A, A, und zweier
projectivischer Strahlblischel B, B, statt finden, unter-
sucht worden, sind nunmebr die Eigenschaften, welche
von der gegenseitigen Lage der Gebilde herriibren, ge,
pau zu betrachten, und zwar sollen zunichst die Merk-
male aufgesucht werden,.woran man erkennt, ob zwei
solche . Gebilde sich in perspectivischer oder in
schiefer Lage befinden.

Da bei zwei projectivischen Geraden A, A,, wenn
sie perspectivisch liegen, zwei entsprechende Punkte
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(e, ¢,) in ibrem Durchschnitte vereinigt sind (§ 9, L.),
und da das ganze Sysiem ibrer entsprechenden Punk-
tenpaare bestimmt ist, sobald irgend drei Paare gegeben
sind (§. 10, B.): so folgt nothwendiger Weise, dafs sie
sich sllemal in perspectivischer Lage befinden werden,
weon entweder irgend zwei entsprechende Punkte in
ihrem ‘Darchschnitte vereinigt sind, oder wenn irgend
drei Projectionsstrablen in einem Punkte zusammen-
trefien. Sind z. B. die Geraden A, A, (Fig.8.), in An-
sehang der Punktc a,b,¢,..... uwnd a,6;,¢,..... pro-
jectivisch, und .man denkt sich dieselben in solche:Lage
gebracht, dafls irgend zwei entsprechende Punkte, etwa
¢ und ¢;, zusammenfallen (Fig.7.), so mtissen. alle Pro-

jectionsstrahlen aa,, 66,, <¢,,..... durch einen und

'denselben Punkt gehen. “Denn fande -dieses nicht statt,
so konnte man den Punkt B, in welchem irgend zwei
Strablen, etwa aa,, bB,, sich begegnen, als Mittelpunkt
eines Strahlbtischels B annchmen, und dann wirde letz-
terer dic Geraden A, A, projectivisch schneiden (§.9,1.),
und zwar wiiren a und q,, 6 und 5,, ¢ und ¢, drei ent-
sprechende Punktenpaare; da aber durch drei Paar ent-
sprechende Punkte das ganze System der entsprechen-
den Punktenpaare bestimmt ist (§. 10, 4., so mufs das
peue System von entsprechenden Punktenpaaren mit
dem gegebenen vollig tibereinstimmen, und folglich- mufs
jeder Strabl c, d, ..... des Strahlbiischels B darch zwei
gegebene entsprecliende Punkte cund ¢,, d und b,,.....
oder umgekehrt, jeder Strabl ‘cc,, bd,,....., der ein
Paar gegebene entsprechende Punkte ¢ und ¢,, d und
| verbindet, mufs durech den Punkt B gehen.
Denkt man sieh ferner die gegebenen Geraden A, A,
(Fig. 8.) in solche Lage gebracht, dafs irgend drei Pro-
§ectionsstrahlen, etwa aa,, 68,, ¢c,, éinander in einem
Punkte B treffen (Fig: 7.), 80 milssen alle dhrigen

Pro-
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Projectionsstrahlen dd,, ..... dureh diegen nimlichen
Punkt gehen. Depn nimmt man in der That den Pankt
B als Mittelyunkt eines Strablibtischels an, 80 schneidet
derselbe die Geraden A, A, projectivisch, und zwar
so, dafs a und q,, 6 und 6,, ¢ und ¢, drei entspre-
chende Punktenpaare sind, allein da diese Pankten-
peate: auch za dem gegebenen System ven entsprechen-
den Punktenpaaren gehdren, so sind die Geraden in
beiden Fillen far die n3miichen Panktenpaare, projec-
tivisch, wud folglich geht jeder Strabl d,..... des Strahl-
biischels B durch zwei gegébene entsprechende Punkte
»und dy,..... der Geraden A, A,, oder umgekebrt je-
der Projectionsstrahl der Geraden geht- durch jenem’
Punkt B, und folglich liegen die Geraden perspectivisch,

Da andererseits bei zwei projectivischen- Strahlbti-
scheln ‘B, B,, wenn sie perspectivisch liegen, zwei ent-
sprechende Strahlen (e, e,) zusammenfallen (§. 9, IL),
und da das ganze System ibrer entsprechenden :Strah-
. lenpaare bestimmt ist, sobald irgend drei Paare gege-
ben sind (§. 10, §): so ist klar, dafs sie sich allemal
i perspectivischer Lage befinden werden, wenn ent-
weder .irgend zwei entsprechende Strahlen aufeimander
fallen, oder wenn die Durchschnitte von irgend drei
entsprechenden Strablenpaaren in einer und derselben
Geraden liegen. Sind z. B. -die Strahlbiischel B, B,
(Fig. 1L.), in Ansehung des Systems von entsprechen-
den Strahlen a, b, c,..... und a,, by, ¢, ..... projecti-
visch, und man denkt sich dieselben in solche Lage ver-
selzt, dafs irgend zwei entsprechende Strahlen', etwa e
und e,, aufeivander fallen (Fig.10.), 50 mijssen. jede zwei
‘entsprechende Strahlen aund a,, bundb,, ¢ unde,,.....
sich auf einer und derselben Geraden A schneiden. Denn
legt man 'durch zwei solche Durchschnitte, etwa durch die

Durchschuitie a, b der Strablenpaare aunda, b, undb,, ' °

4
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cine Gerade A, so wiirden, wenn man fiir cinen Augen-
blick, um die Mittelpunkie B, B,, statt der gegebenen
Strablbiischel, sich andere denken wollte, welche die
Gerade A zum perspectivischen Darchschoitt (§. 9, 11.)
hiitten, dieselben von den gegebenen nicht verschieden
sein konnen, weil sie mit ibnen die drei entsprechen-

den Strahlenpaare a und a,, b und b,, e und ¢,, wo- -

durch das ganze System der enisprechenden Strahlen-

paare bestimmt wird, gemein bitten, folglich schneiden-

sich je zwei entsprechende Strahlenpaare cundc,, d
und d, ..... der gegebenen Strahlbischel auf der nim-
lichen Geraden A, und folglich liegen die Strablbiischel
perspectivisch. Wird ferner angenommen, die gegebe-
Strahlbtischel B, B, (Fig. 11.) seien in solche Lage
versetzt, dafs irgend drei entsprechende Strahlenpaare,
etwa aunda;, bund b,, c und ¢c,, sich auf ciner Ge-
raden A schneiden (Fig. 10.), so wiirden, eben so wie
vorhin, weon man sich um die Mittelpunkte B, B,,
aufser den gegebenen Strahlbtischeln, noch andere den-
ken wollte, welche die Gerade A zum perspectivischen
Durchschnitt hitten, dieselben nicht von den gegebenen
verschieden sein konnen, weil sic mit ibnen die ge-
pannten drei entsprechenden Strahlenpaare gemein hitten,
folglich miissen die gegebenen Strahlbischel perspecti-
visch liegen, und die Gerade A zum perspectivischen

" Durchschnitt haben.

Demnach bhat man nachstehende Sttze:

wlwei projectivischeGe- ,Zweiprojectivische
rade A, A, befinden sich Strahlbischel B, B, befin-
allemal in perspectivi- demn sich allemal in per
scher Lage, wena entweder spectivischer Lage, wenn
«) irgend swei entspre- entweder «) irgend zwei
chende Punkte in ihrem entsprechende Strahlen
Durchscnitte vereinigt aufeinander fallen, oder
siad; oder §) wean irgend ) wean irgend drei eat



C 14

drei Projectionsstrahlen
in einem Punkte zusam-
mentreffen” Und umgekehrt:
»Wenn von diesen zwel
Umstinden (z oder 8) der
eine oder der andere ent-
schieden nicht statt findet,
so befinden sich die Gera-
den allemal in -schiefer

Lage d. Gebilde u. daraus folgende Sitze.
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sprechende Strahleapaare
sich auf eciner Geraden
schneiden” Und umgekehrt:
wWenn von diesen zwei
Umstinden (« oder 8) der
eine oder der andere ent-
schieden nicht statt fin-
det, so befinden sich die
Strahlbéschel allemal in

Lage.” schiefer Lage.”

Demnach kinnen zwei projectivische Gerade, oda‘
zwei projectivische Strablblischel auf unzihlig viele
verschiedene Arten in perspectivische Lage gebracht
werden, indem man jede zwei entsprechende Punkte
aund a;, b und 6,, cund ¢;, oder Strahlen aund a,,
bundb,, cund ¢,, vereinigen kann.

Insbesondere ist hiertiber folgendes zu beuerken.

L. Fiir projectivisch 4hnliche (oder gleiche) Ge-
raden folgen aus dem obigen Satze nachstehende bo-
sendere Sitze:

»Zwei projectivisch Shnliche Gerade A A,
liegen allemal perspectivisch, wenn irgend
zwei entsprechende Punkte (a und a,, oder b und
b., oder ¢ und ¢,) in ihrem gegenseitigen
Durchschnitte vereinigt sind, und zwar a)
wenn zwei endlich entfernte entsprechende
Punkte vereinigt sind, wie z.B. ¢und ¢; (Fig.12.),
so sind die Projectionsstrahlen a,b, ¢, .... simmt-
lich parallel, so dafs der Projectionspunkt B-
unendlich entfernt liegt; und b) wenn die un-
endlich entfernten, einander entsprechenden,
(§ 13, ) Punkte g, 9, der Geraden vereinigt
sind, d. b, wenn die Geraden parallel sind,.
dann treffen allePrO)ecuonutrahlen in einem
endlich entfernten Punkte B zusammen, der
entweder zwischen (Fig.6.), oder jenseits (Fig.13.)-

4%
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der Geraden liegt (sind die Geraden gleich, so
liegt der Projectionspunkt B im ersten Falle in der
Mitte zwischen ibuen (Fig. 6.), und im anderen-Falle
egt er unendlich entfernt (Fig. 14.)).”

Und ferner folgt:

wFindet sich, dafs beizwei projectivischen
Geraden irgend drei Projectionsstrahlen pa-
rallel sind, so schliefst man daraus, dafs die
Geraden dbunlich (oder gleich) sind, und dafs
sie perspectivisch liegen (§. 13, 1, a.).”

IL Fir Strahlbischel folgt insbesondere:

nDafs zwei projectivisch gleiche Strahl-

\

biischel B, B, allemal perspectivisch liegen,

wenn irgend zwei entsprechende Strahlen
(aunda,, bundb,,.....) aufeinander fallen, und
swar dals a) wenn sie gleichliegend sind (§.
138, II.), je zwei entsprechende Strahlen unter
sich parallel, mithin ibhr perspectivischer
Durchschritt A unendlich entfernt ist; oder
») wenn sie ungleichliegend sind, ihr perspec-
tivischer Durchschnitt A auf ihrem gemein-

achaftlichen Strahle BB, rechtwnnkhg steht

uad. ibn hilftet (Fig. 5.)."
.Und ferner: .
. pFindet sich, dafs bei zwei projectwucben
- Suailbﬁs‘cheln irgend drei Paar entsprechen-

deStrablen parallel sind, so folgt daraus, dafls’

dic Strahlbiischel gleich, gleichliegend und
perspectivisch sind (§ 13, IL).”
.. db. Ueber die perspectivische Lage zwejer projecti-
" vischer Gerademn oder zweier projectivischer Strahlbii-
schel ist moch folgendes zu bemerken.
+-..Da sich zwei projectivische Gerade A, A, allemal
in. perspectivischey . Lage befinden, sobald in. ibrem

, .
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Durchschinitte irgend zwei: entsprechende Punkte verei.
‘migt sind (§. 14.), s0 hat folglich-der von ibuen einge-
schlossene Winkel auf diese Eigenschaft keinen Ein:
flufs. Hilt man die eine Gerade, etwa A (Fig.7.), fest,
.wiihrend man die andere A, um ibren -gemeinschaftli- -
chen Durchschnitt (ee,) herumbewegt, so jedoch, defs
die nimlichen zwei entsprechenden Punkte ¢ upd ¢,
stets vereinigt bleiben, so werden also die Geraden
-keinen Augenblick anfhdren perspectivisch zu seim, al-
lein ibr Projectionspunkt B wird offenbar gleichzeitig
mit A, seinen Ort #ndern, und es entstebt doher die
Frage, in welcherLinie er sich bewegen werde?
~ Vermége der Parallelstrablen q, r ist diese Frage
leicht zu beantworten. Denn da diesclben stets den
Geraden A, A, parallel bleiben, und da ibre Durch-
schnitte q,, ¢, der Voraussetzung gemifs, ihre Abstinde
von dem Durchschuitte (ee,) der Geraden, nicbt in-
dern, so dafs die Abschoitte q,¢,, re der Grdfsc nach
unverinderlich sind, so bleiben folglich auch die bei-
den Gbrigen Seiten tB, q,B des Parallelogramms .Be
(ee,) q; der Grdfse nach unvertinderlich, und da end-
lich der Punkt r, als in A liegend, fest bleibt, so
mufs sich folglich der Projectionspunkt B in
" derjenigen Kreislinie bewegen, welche rB zum
Halbmesser und ¢ zum Mittelpunkt hat. -

Da zwei projectivische- Strablbiischel B, B, in ei-
ner Ebene sich allemal in perspectivischer Lage befin-
den, sobald irgend zwei entsprechende Strahlen aufein-
ander fallen (§.14.), so hat folglich der Abstand (B B)
ibrer Mittelpunkte von eimander auf diese Eigenschbaft
keinen Einflufs. H&lt man das eine Strahlbiischel, et:
wa B (Fig. 10.), fest, wihrend man das andere B, ihm
niher oder ferner ‘riicken lifst, so jedoch, dafs’ stets
die nimlichen zwei entsprechenden Strablen eund e, ver-
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einigt bleiben, so werden also die Strahlbiischel fort-
wihrend perspectivisch sein, allein ibr perspectivischer
Darchschnitt A mufs offenbar gleichzeitig mit dem
Strabibtischel B, seinen Ort indern, und es entsteht
daber die Frage, was das Eigenthtimliche seiner
Bewegung sei? '

Diese Frage ist mittelst der Parallelstrablen q, q,
leicht zn beantworten. Denn da das Strablbiischel B,,
der Voraussetzang gemifs, sich obne Drehung bewegt,
so bewegt sich folglich jeder Strabl desselben sich
selbst parallel, folglich bleiben die entsprechenden
Strablen q, q, stets parallel, sie sind folglich bestindig
die Parallelstrahlen, und folglich mufs sich auch der
perspectivische Darchschnitt A sich selbst
parallel bewegen, nimlich er mufs stets dem festen
Strable q parallel sein.

Demnach hat man nachstehende Sitze.

nWenn von zwei perspec-
tivischen Geraden A, A, die
eine fest bleibt, wihrend
die andere sich um ihren
gemeinschaftlichenDurch-
schnitt dreht, ohne zu glei.
ten,s0 dafs atets dieselben
awej entsprechendenPunk-
te vereinigt bleiben, so be.
wegt sich der Projections-
‘punkt B in einer bestimm-
ten Kreislinie, welche ei-
nen der beiden Durch-
schnitte (¢,¢) der Parallel-
strahlen, nimlich denjeni-
gon derin der festen Gera-
den liegt, sum Mittelpunkt
hlt-"

nWenn vor zwel perspec-
tivischen Strahlbischeln
B, B, das eine fest bleibt,
wihrend das andere sich
8o bewegt, dals stets die-
selhen zwei entsprechen-
denStrahlen vereinigtblei-
hen, also ohne sich zu dre.
hen, so hewegt sich der
perspectivische Durch-
schnitt A sich selbst pa-
rallel, und gswar durch die
ganze Ebene fort, d. b. er
gelangtnachund nachindie
Lage von jeder Geraden,
welche mit der aofingli.
chen ‘Geraden A parallel
ist,” .

Es ist hiebei noch folgendes zu bemerken:
L Bringt man, wihrend di¢ Gerade A immerhin®

-
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fest bleibt, die Gerade A,. in andere Lage, so dafs
nacheinander immer andere entsprechende Punkte in
dem Durchschnille der Geraden vereinigt werden, so
erhalt man andere ,Ortskreise, aber alle diese Orts-
kreise haben den Punkt v zum gemeinschaftlichen Mit-
telpunkt. -

Ist der Projectionspunkt B in irgend einer be-
stimmten Lage gegeben, so kann die Gerade A, nur
zwei verschiedene Lagen haben (§.6, 1I.), wie z. B. in
(Fig. 16.), wo %, die zweite Lage vorstellt. Dig, ent-
sprechenden Punktenpaare ¢ und ¢,, f und f,, die in
beiden Fillen in dem Durchschnitte der Geraden ver-
einigt werden, sind so, dafs re == rf und (in A;) q,¢
= q,f,, weil néimlich B in der Mitte zwischen A, und
A, liegt (§. 6, 11.). Daher folgt ferner: ,Dafs jeder
aus dem Mittelpunkt r beschriebene Kreis
IBt als Ortskreis angenommen werden konne,
und dafs fiir denselben zwei verschiedene ent-
sprechende Punktenpaare (eunde,, oder fund f;,)
in dem Duarchschnitte der Geraden sich verei-
nigen lassen, uad zwar sind diese Punkte je-
desmal so, dafs die Durchschnitte (v, ¢,) der
Parallelstrahlen in der Mitte zwischen den-
selben liegen.”

Noch sind zwei entsprechende Punktenpaare zu er-
wiibnen, die sich vor allen Gbrigen auf eigenthtimliche
‘Weise unterscheiden. Nach (§.12, 1) ist nimlich das
Rechteck unter den Absténden irgend zweier entspre-
chender Punkte von den Durchschnitten der Parallel-
" strahlen constant. Nun giebt es zwei solche Punkten-
paare, bei welchen das genannte Rechteck ein Quadrat
wird. Denn man denke sich ein Quadrat, dessen In-
halt dem constanten Inhalte aller Rechtecke gleich ist,
and dessen Seite, auf der Geraden A, durch jeden der
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zwei Abschnilte vg, t§ dargestellt sei, so miissen noth-
wendiger Weise auch G168, 9,0, Seiten desselben Qua-
drats, und also rg = q,8, = v) = q,0,, sein. Wer-
den die Geraden A, A, so gelegt, dafs eins dieser
Punktenpaare ¢ und g¢,, § und §; sich in ibrem Durch-
schnitte befindet, wenn z. B. die Punkte e und ¢, (Fig. 7.)
eins dieser Paare vertrcten, so ist das Paralleogramm
Br(ee))q, ‘eine Raute, und der Strabl e hilltet den
von den Geraden eingeschlosscnen Winkel. Und auch
umgekebrt. ,

Il Bringt man, wihrend der Strahlbiischel B fest
bleibt, den Strahlbiischel B, so in anderc Lage, dafs
pacheinander immer andere entsprechende Strablen auf
einander fallen, so erhilt der perspectivische Durch-
schuitt A offenbar andere Richtung, und zwar wird er
jede mogliche Richtung in der Ebene erbalten konnen.
Denn wird der perspectivische Durchschnitt A in ir-
gend einer bestimmten Lage angenommen, wie etwa in
(Fig. 10.), so kann der Strabibiischel, B,, zufolge (§.6,
IL), auf zwei verschiedene Arten so gelegt werden, dafs
er mit jbm nnd mit dem festen Strablbiischel B per-.
spectivisch ist, und zwar werden das eing Mal zwei
entsprechende Strahlen e, e,, wie in der Figur, und
das’ andere Mal irgend zwei andere entsprechende Strah-
len, etwa f, f,, aufcinander fallen, Stellt B, die zweite
Lage des Mitte]punktes B, dar, ‘so. steht A auf dem
Abschnitte B, B, rechtwinklig und bLalftet ihn (§. 14, I1.),
daher liegt B, ebenfalls in der Kreislinie tBB, 8, die

. m zum Mittelpunkte hat, und daher werden die von
den Strahlen e und f eingeschlossenen Winkel durch
die Strahlén s und t hilftet; und eben so werden im
Strahlbiischel B, die von den. Strablen e, und f, ein-
geschlossenen Winkel durch die Strahlen--s, und t; hilf-
tet. Daher folgt: ,Dafs es fiir jede gegebene
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Richtung des perspectivischen Durchschnit-
tes (A) zwei entsprechende Strahlenpaare (e
und e,, oder f und f;) giebt, wovon das eine oder
das andere aufeinander fallen kann; und zwar
liegen dies¢ Strablen so, dafs die von ihnen
eingeschlossenen Winkel durch die Schenkel
(s, t, 8, t,) der entsprechenden rechten Win-
kel gehulftet werden.”

Aechnlicherweise, wie vorbin (1), sind hier noch
zwei entsprechende Strablenpaare zu erwibnen, denen
ein eigenthiimliches Merkmal zokommt. Da niimlich
das Produkt aus den ‘Tangenten der Winkel, welche
irgend zwei entsprechende Strahlen mit den ungleich:
namigen Schenkeln der entsprechenden rechten Winkel
einschlie(sen, fiir alle Strahlenpaare einerlei Werth hat
(§ 12, 1), so wird, wenn die eine Tangente die Qua-
dratwarzel aus diesem Werthe ist, nothwendiger Weise
die andere Tangente ibr gleich sein, und alsdann wer+
den auch dic zugehorigen Winkel einander glcich sein,
Es sei z. B. (gt) (Fig. 17.) ein solcher Winkel, so
wird er dem Winkel (g,s,) gleich sein, und wenn er
auf der anderen Seité an t Jiegt, d. b., wenn (ht) =
"(g1), 50 ist auch (h;s,) = (ht), mithin (gt) = (g 8,) =
(ht) == (h,s;). Dann ist folglich auch zugleich (gs) ==
(g:t:) = (bs) = (h,t,). Vermige dieser Eigenschaft der
entsprechenden Strablenpaare g und ,, b und b, folgt
dafs wenn die Strahlbiischel B, B, so gelegt werdes,
dafs die zwei Strablen cines dieser zwei Strablenpaare
aufeinander fallen, so wird der perspectivische Durch-
schnitt A mit den vereiniglen' Strahlen (also mit BB,)
parallel. Und auch umgekehrt.

16. Bevor die Eigenschalten, die von der schiefea-
Lage projectivischer Geraden und projectivischer Strabl.
biischel herrithren, untersucht werden, sollen erst be-
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sendere Fille, wobei weder das Merkmal der per-
spectivischen noch der schiefen Lage klar her-
vortritt, betrachtet werden, nimlich diejenigen Fille,
wo zwei projectivische Gerade aufeinander gelegt und
wo die Mittelpunkte zweier projectivischer Strahlbtischel
vereinigt werden. Diese Fille sind von grolser Wich-
tigkeit, und werden in einem spiteren Hefte (im vier-
ten) eiper Reihe der interessantesten Resultate zur
Grundlage dienen. In dem vorhergehendem (§. 15.)
ist der ganze Spielrsum in Himsicht der perspectivi-
schen Lage zweier Geraden und zweier Strahlbtischel
gezeigt worden, nur die genanaten Grenafille sind da-
bei unberticksichtigt geblieben.
Zuntchst entsteht die Frage:

#wOb bei zwei beliebig  ,Ob bei zwei beliebig
aufeinander gelegten pro- aufeinander gelegten pro-
jectivischen Geraden A A, jectivischen Strahlbi-
entsprechende Punkte zu- scheln B, B, entsprechen-
sammenfallen, und wie- de Strahlen zusammenfal-
viel Paare zusammenfal- len, und wieviel Paare zu-
len?” sammen fallen?”

Es lafst sich zum Voraus bebaupten, dafs weder
bei den Geraden ‘A, A,, noch bei den Strablbtischeln
B, B, drei Paar entsprechende Elemente zusammenfal-
len konnen, weil durch drei solche Paare alle iibrigen
bestinimt sind (§. 11, 4.), und folglich die Gebilde noth-
wendiger Weise gleich sein miifsten (§. 13, I, b.), so
dafs alsdann je zwei entsprechende Elemente zusammen
fielen. Also konnen im Allgemeinen nicht mehr als
zwei Paar entsprechende Elemente zusammen fallen.
Diese Bebauptung bestitigt sich auf folgende Weise,
wenn man von der perspectivischen Lage der Gebilde
ausgeht, und sie in die hier zu untersuchenden Grenz-
fille tibergehen lifst.
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I. Wird die Gerade A, (Fig. 16.), unter den oben
angegebenen Bedingungen (§. 15.), so lange um den
Durchschnitt (ee,) bowegt, bis cie auf die feste Gerade A
fallt, welches, wie man sieht, auf zwei Arten geschchen
kann, entweder 80, dafs ¢, ¥, auf ¢f, oder dals ¢, [, auf
el fallt, so werden aufser den schon vereinigten entspre-
chenden Pankten ¢, ¢,, in-jedem Falle nur ein einzi-
ges Paar entsprechende Punkte zusammen fallen, und
zwar, wenn £ und | die Punkte sind, in welchen der
Ortskreis von B die Gerade A schneidet, so werden
im ersten Falle nur die entsprechenden Punkte f,¢; und
im anderen Falle nur die entsprechenden Punkte I, f,
zusammen fallen, weil offenbar nur jeder von den zwei
Strablen k, 1 mit den Geraden A, A, ein gleichschenk-
liges Dreieck, dessen gleiche Seiten in diesen Geraden
liegen, bilden kann. Der Projectionspunkt B filit also
das eine Mal mit ¢ und f,, und das andere Mal mit
| und I, zusammen. Daher folgt:

»Dafs, wenn zwei projectivische Gerade
A, A, auf einander liegen, und wenn zwei Paar
entsprechende Punkte (¢ und ¢, ¢ und f,, oder
fund I,) vereinigt sind, so sind sie als perspec-
tivisch anzusehen, und zwar ist das eine Punk-
tenpaar (welches man will) als Durchschnitt der
Geraden und das anderc als Projectionspunkt
(B) anzusehen.”

" 'Wird andererseits das Strahlbtischel B,, unter den
oben angegebenen' Bedingungen (§. 15.), so lange be-
wegt, bis sein Mittelpunkt mit dem Mittelpunkte des
festen Strahlbtischels B sich vereinigt, so werden, aus-
ser den schon anfinglich vereinigten entsprechenden
Strablen e, e, nur ein einziges Paar entsprechende
Strahlen aufeinander fallen, nimlich, wie leicht zu se-
hen, nur die Parallelstrahlen q, q;, und zwar verei-
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nigt sich gleichzeitig auch der perspectivische Durch--
schnilt A mit diesem Strahlenpaare. Daher folgt:

nDafs, wenn die Mittelpunkte zweier pro-
‘jectischen Strahlbtischel B, B, vereinigt sind,-
und wenn zwei Paar entsprechende Strablen
(e und e, q und q,) aufeinander liegen, so sind
sie als perspectivisch anzusehen, und zwar ist
das eine Strahlenpaar (gleichviel welches), als
der perspectivische Duarehschnitt (A) zu be-
trachten.”

H. Um die vorgelegte Aufgabe nach ibrem ganzen
Umfange zu ldsen, mag folgende Betrachtung dienen,
die alle Umstinde klar vor Augen stelit.

Bei zwei projectivischen Geraden A, A, ﬁndet in
Hinsicht der Aufeinanderfolge ihrer entsprechenden
Punkte folgende Beziehung statt. .

Befinden sich die Geraden in perspectivischer Lage,
wie etwa in (Fig. 16.), und man lifst in der Vorstel:
lung einen Projectionsstrabl sich um den Projections-
punkt B bewegen, z. B. fingt man mit der Lagevon h
an ynd bewegt ibn linksherum, 8o dafs er nachein-
ander in die Lage von k, q, 1, g, r, f, h gelangt, so.sicht
man, dafs von den zugehorigen entsprechenden Punk-
ten b, b, der eine, in der Geraden A, sich von § iiber §
hinaus nach dem unendlich entfernten Punkte g bewegt,
von da auf -der entgegengeselzten Seite iiber [, g, ¢,
bis r rtickt, und von da tiber f endlich nach § zu-
riickkebrt — wihbrend der andere, in der Geraden A,
sich .von b, tiber f, bis g, bewegt, von da iiber [}, ¢,
¢, binaus nach dem unendlich entfernten Punkte r, fort-
. riickt, und von da auf der entgegengesetzten Seile Giber
f, endlich nach §, zuriickkehrt. Sowobl der eine als
der andere Punkt bewegt sich demnach stets nach der
ndmlichen Richtung bin; wiirde sich der erstere nach
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der umgekehrten Richtung bewegen, so wnrdo der an.

dere ein Gleiches thun.

Werden nun die Geraden beliebig anfeinander ge-
legt, so koanen dabei nur folgende zwei wesentlich
werschiedene Fille statt finden, nimlich die Geradea
sind in Hinsicht der Aufeinanderfolge der entsprechen-
den Punkte, oder in Hinsicht der Richtungen, nach
welchen sich, wie man cbcn gesehen hat, die Punkte
bewegen, enlweder:

- a) gleichliegend, d. b., ibre entsprechenden Punkte
folgen einander mach einerlei Richtung hin, so dafs,
wenn cin Punkt in der Geraden A sich von rechts
nach links bewegt, dann sein entsprechender in
der Geraden A, sich ebenfalls von rechts nach

~ links bewegt, wie z. B. in (Fig. 19.), oder:

b) ungleichliegend, d. h., ihre entsprechenden
Punkte folgen einander nach entgegengescizten
Richtangen hin, so dafs, wenn ein Punkt in A
sich von rechts nach links bewegt, dann sein emt-
sprechender in A, sich von links nach rechts bo-
wegt, wie z. B. in (Fig. 18.).

Da die Geraden durch die Punkte ¢, ¢, (Dnrcb
sobnitte der Parallelstrablen (§. 9, 1.)), deren entspre-
chende r,,.q unendlich entfernt sind, jede in zwei un-
endiiche Theile getheilt wird, welche einander paarweise
entsprechen, nimlich sowohl die Theile vHf.....q und
hfiby ...ty als vgl....q wnd ¢,[,8..... t, entspre-
chen. einander und enthaltén entsprechende Puunkte, so
dafs jedem Punkt im einen Theile ein Ponkt im ande-
ren Theile entspricht, so ist klar, dafs im Fulle (b)
Lings der Strecke vq, keine emtsprechende Punkte zu-
sammentreffen kdnneun, weil; wenn die mit v, g, verei-
nigten Punkte etwa n,, m beifsen, offenbar die den.
Ponktem vea ¢ bisw entsprechenden Punkte jenseits ut,
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liegen, und eben so die den Punkten von g, bis u,
entsprechenden Punkte simmtlich jenseits n liegen.
Daher konnem nur in den Streckem von ¢ bis & und
von (, bis m, entsprechende Punkte zusammen fallen.

- Dafs in der That in jeder dieser Strecken allemal ein,

und nur ein Paar entsprechende Punkte sich treffen,

" ist leicht zu sehen, denn wibrend z. R. ein Pankt in
" A von r tiber b, £..... binaus, bis ins Unendliche fort-

riickt, kommt sein entsprechender in A, von da her
tiber §,, §,..... nach q,, so dafs nothwendiger Weise
beide Punkte irgend wo, etwa in (ff,), sich begegnen
milssen, Oder dasselbe ist auch eine leichte Folge des
obigen Ausdruckes (§. 12, I. 3.), wonach das Rechteck
unter den Abstinden zweier entsprechender Punkte
von den Punkten v, g, einen bestindigen Inhalt hat.
Denn bestimmt man in beiden Strecken zwei Punkte,
etwa ¢, f, so, dafs die Rechtecke re. q,¢ und rf.q,f
den genannten constanten Inhalt baben, welches alle-

. mal, aber nar auf eine Art, moglich ist, so sind noth- -

wendiger Weise ¢ und f diejenigen beiden Punkte,
welche allein sich mit ihren entsprechenden ¢, und f,
vereinigen.

Im anderen Falle (a) sieht man, dafs weder in dem
Theile ¢rHE.....q noch in dem Theile q,f,b,.... r, ent-
sprechende Punkte sich vereinigen kdnnen, weil eben
diese zwei Theile entsprechend sind und entsprechende
Punkte enthalten. Dagegen sind vm und q, n; Ab-
schnitte entsprechender Theile, so dafs also von v bis
q: miglicher Weise entsprechende Punkte sich treffen
konnen. Diese Moglichkeit hingt davon ab, ob die
Strecke vq, so getheilt werden kann, dafs das Recht-
eck unter den Abschnitten einen bestimmten gegebenen
Inhalt habe, niimlich wenn ¢ und g¢,, § und §, die ib-
nen oben (§. 15, L) beigelegte Eigenschaft haben, wo-
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nach rg == q:8, = vh = q,5,, s0 ist der genannte In-
halt = rg? = ¢, ¢,® u. 8. w. Wenn demnach die Strecke
rq, grofser ist als vg + q:68,, oder r+q,0,, so tref-
fen allemal zwei Paar entsprechende Punkte zusam-
men, wie vorhin; ist die Strecke rq, gerade gleich rg
+ 4, 8,, oder gleich vh + q,0,, so treflen nur ein
Paar_entsprechende P unkte zusammen, und zwar ent-
weder die entsprechenden Punkte ¢ und ¢,, oder b
und b;; und wenn endlich die Strecke rq, kleiner ist
als rg + q.¢,, oder 2rg, welches z. B. in (Fig. 18.)
der Fall ist, s0 ist gar kein Zusammentreffen von ent-
sprechenden Punkten mdglich. Also kann, wenn die
Gerade A fest bleibt, die Gerade A, um eine Strecke von
4rg bin und her bewegt werden, ohne dals entspre-
chende Punkte zusammentreffen, nimlich. die Grenzea
dieses Spielraums gestalten, dals sie sich pach links
bewegen darf, bis g und g,, und nach rechts bis § und
b, zusammentreffen; in jeder dieser Grenzen trifft ein
einziges Paar entsprechende Punkte zusamwen, nim-
lich die eben genannten; werden aber diese Grenzen
iiberschritten, so treffen immer zwei Paar zusammen.
. Andererseils findet man bei zwei projectivischen
- Strahlbiischeln B, B, durch eine Bhnliche Betrachtung
ganz entsprechende Resultate, Werden die Strablbg-
- schel cencentrisch gelegt, so kdnuen in Hinsicht der
Aufeinanderfolge der entsprechenden Strablen folgende
zwei wesentlich verschiedene Fille stait finden, nim.
Jich die Strablbischel sind entweder: ’
@) gleichliegend, d. b., ibre entsprechenden Strah-
len folgen einander nach einerlei Ordnung, so
_ dafs, wenn man einen Strahl h des Strablbiischels
- B sich rechtsherum bewegen lifst (vom Mittel-
punkt B aus betrachtet), dann sein entsprechender
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b, im Strahlbiischel B, sich ebenfalls rechts-
herum bewegt (§. 13, l[), wie z. B. in (Fig.20.);
oder:

. #) ungleichliegend, d.h., ihre'entsprechenden Strah-
‘len folgen in ungleicher oder verkehrter Ord-
nung aufeinander, so dafs, wenn Strahlen in ei-
nem Strahlbiischel rechtsherum sich folgen, dann '
ibre entsprechenden im anderen Strahlbtischel links-
herum nach: einander folgen, wie z. B. in (Fig.
21.)°*).

Vermdge. der entsprechenden rechten Winkel (st),
(8,4t (§ 9, 1L), und durch Hiilfe der obigen Ausdriicke
(§ 12, 7, 4.) und mit Riicksicht auf die bésondere Ei-
geaschalt der Strahlen g, g,, b, b, (§. 15, IL.), kann
man, auf dbnliche Art, wie vorhin, bei den Geraden
A, A,, auch fiirr die gegenwirtigen Fille finden, dals
im Falle (¢) entweder 1) zwei, oder 2) ein, oder
3).gar kein Paar entsprechende Strahlen aufeinander
fallen, und dafs dagegen im Falle () allemal zwei
Paar entsprechende Strahlen aufeinander fallen. Oder
diese Resultate kUnnen aueh aus den vorigen, wie folgt,
hergeleitet werden: Schnellet man die concentrischen
Strahlbtischel (Fig. 20.) oder (Fig. 21.) mit irgend einer
Geraden, 80 kapn man diese als zwei vereinigte Ge-
rade (A A,) ansehen, wovon jede cias der beiden Strahl-
biischel - schneidet,. und die also, in Ansehung der
Punktenpaare, in welchen sie von entsprechenden Strah-
len geschnitten werden, zufolge des Satzes (§.11; ll'l‘),‘
- : pm-
d—eara———

#) Befinden sich die Strahlb#schel in perapeeﬁiri-cher Lage,
20 sind sie gleichliegend, oder ungleichliegend, je nach-
dem ihre Mxmlpunkte auf einerlei (Fig. 17:), oder auf entge-
ge ngesetzten (Fig. 5.) Seiten des Perspechvxschen Durchschmt-
tes A liegen; und auch umgekehrt.
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projectivisch sind, und zwar ist die Lage der Geraden
und der Strablbiischel allemal tibereinstimmend, d.h,
die Geraden (A A,) sind’bei (Fig. 20.) gleichliegend
und bei (Fig. 21.) ungleichliegend, und da nun,
wenn in den Geraden entsprechende Punkte zusammen-
treffen, nothwendiger Weise auch die zugehdrigen
Strahlen der Strahlbiischel aufeinander fallen, und auch
umgekehrt, so folgen also daraus, wie gesagt, die ge-

nannten Resultate.

Also folgen aus dieser Betrachtung zusammenge-
nommen nachstehende Sitze:

wWerdenzwei projectivi-
sche Gerade A, A, beliebig
aufeinander gelegt, so ver
einigen sich im Allgemei-
nen zweiPaar entsprechen-
dePunkte, nimlich: a) Wenn
die Geraden gleichliegend
sind, so giebt es einen be-
stimmten Spielraum inner-
halb welchem keine ent-
sprechende Punkte sich
treffen, an beidenGrenzen
diesesRaumesverelnigtsich
nur ein Paar (gund g, oder §
B,), und iiber diese Grenzen
hinaus vereinigen sich alle-
mal zweiPaar entsprechen-
de Punkte; und b) wenn die
Geraden ungleichliegend
sind, so treffen allemal
zwei Paar entsprechende
Punkte zusammen.”

»Wenn zwei projectivi-
sche Strahlbischel B, B,
beliebig concentrisch ge-
legt werden, so fallen im
Allgemeinen swei Paar ent-
sprechende Strahlen auf
einander,nimlich: a) Weann
die Stralbischel gleichlie-
gend sind, so giebt es. ei-
nen bestimmten Spielraum,
innerhalb welchem keine
entsprechende Strahlen
sichtreffen,an beidenGren.
zen dieses Raumes verei-
nigt sich nur ein Paar (g
und g,, oder h und h,), und
fiber diese Grenzen hinaus
vereinigen sich allemal
zwei Paar entsprechende
Strahlen; und b) wenn die
Strahlbiischel ungleichlie-
gen'd sind, so fallen alle-
mal zweiPaarentsprechen
de Strahlen aufeinander.”

" IL For &bolicke oder gleiche projectivische Ge-
rade, und fiir gleiche projectivische Strahlbiischel wer-

den die vorstehenden Sitze
beschrinkt.

(11.) ‘insbesondere wie folgt

5
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~Werden zwei projectivisch Ehnliche Ge-
rade A A, beliebig aufeinander gelegt, gleich-
liegend, oder ungleichliegend, so vereinigen
sich allemal zwei Paar entsprechende Punkte,
wovon das eine Paar namentlich die nnend-

lich entfernten Punkte sind (§.13,1,a.).”

wWerden zwel projecti-
vischgleicheGeradegleich-
liegend aufeinandergelegt,
so treffen sich entweder
nur einPaarentsprechende
Punkte, nimlich die unend-
lich entfernten, oder es
treffen sich je zwei ent-
sprechende Punkte.”

wWerden zwei projecti-
visch gleiche Gerade un-
gleichliegend aufeinander
gelegt, so treffen sich alle.
mal zwei Paar entspre
chende Punkte, wovon das
eine Paar namentlich die
unendlich entferntenPunk.

wWerden zwei projecti-
visch gleiche Strahlba-
schel B, B, gleichliegend
coneentrisch gelegt, so fal-
len entweder gar keine ent-
sprechende Strahlen auf-
einander, oder es fallen je
swei entsprechende Strah-
len aufeinander.” '

wWerden zwel projecti-
visch gleiche Strablbi-
schel ungleichliegend. anf-
einander gelegt, so fallen
allemal zwei Paar eatspre-
chende Strahlen aufeinan-
der, nimlich die Schenkel
zweier entsprechender

“te sind (5. 13, I, b).” rechten Winkel (§. 13, IL).”

IV. Aus den obigen Sitzen (II.) folgert man leicht
den nachstehenden Satz:

»Wenn zwei projectivische Gebilde A, B,
d.h. eine Gerade und ein ebener Strahlbiischel,
sich in schicfer Lage befinden (Fig. 2), so tref-
fen im Allgemeinen zwei Paar entsprechende
Elemente zusammen, d. h, so gehen zweiStrah-
len des Strahlbtischels durch die ihnen ent-
sprechenden Punkte der Geraden; nimlich
wenn die Gebilde ungleichliegend sind, so fin-
det dieses allemsl otatt; wenn sie dagegen
gleichliegend sind, so treffen entweder 1) zwei,

\
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oder. 2) nur eim, oder 3) gar kem Paar ent-
sprechende Elemente zusammen”

17. An die verhin gefundenen Resultate (§. 16.)
schliefsen sich nachstebende Aufgaben an, fiir welche
eine zweckmiilsige LOsung un so wilnschenswerther
ist, da in der Folge verschiedene andere Aufgaben dﬁ
auf dieselben zuriickbringen lassen.

»Bei zwei aufeinander ,Bef zweiconcentrischen
liegenden pro)oehvuchel projectiviechen Strablbi.
Geraden A, A, die verei- scheln B, B, die vereinig-
nigten entsprecbenden‘ ten entlprechenden Strah-
Punkte zu finden"” len zu finden”

Auflésung. I Die bisher entwickelten Eigen. °
schaflten geben zur Losung der Aufgaben folgende Mit-
tel an die Hand.

_a) Damit die projectivische Beziehung der Gera-
den A, A, bestimmt sei, miissen wenigstens drei enf-
sprechende Punktenpaare gegeben sein (§. 10, 5). Es
seien etwa @, b, ¢ und a,, b, ¢, (Fig. 22.) gegeben,
Man suche zuvdrderst die Durchschnitte v, g, der Pa-
rallelstrablen, und zwar dadurch, dafs man die Gera.
den perspectivisch legt, nimlich sie so legt, dafs sie
einander schneiden, und dafs eins der drei entsprechen-
den Punktenpaare, etwa ¢ und ¢, in ihrem Durch-
schnitte vereinigt sind; d. h., man zieht durch ¢ eine
belichige dritte Gerade A', nimmt darin, aufser dem
mit ¢ vereinigten Punktc ¢, die Punkte o', b* so, dafs
alret = @a,¢, b'c¢t = B,¢;, a'b' = a,6,, und zieht fer-
ner die Strablen aq', 66', die sich in B begegnen, und
~durch diesen Punkt B zieht man endlich die Parallel-
strahlen r, q, 8o ist v der eine, und wenn ¢,0,=4q'q?,
und zwar gleichliegend, genommen wird, so ist g, der
andere gesuchte Punkt. Sind die Punkte ¢, ¢, gefun-
den, so ist zur Losung der Aufgabe nur noch ndthig,
5* :
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in den vereinigten Geraden (A A,) zwei Punkte ¢, ¢ zu
finden, fir welche die Rechtecke er.eq, und fr. fq,
gegebenen Inbalt baben, nimlich mit dem gegebenen
Rechteck ar.a,q, gleichen Inbalt haben, welches eine
bekannte elementar Aufgabe ist; denn alsdann sind e, £
diejenigen Pankte, die sich mit ihren entsprechenden
¢, I, vereinigen. Nar hat man in Hinsicht der Lage der
Punkte ¢, ¢ ausserdem_die oben (§. 16, II) auseinan-
dergesetzten Umstiinde genau zu beriicksichtigen.

b) Auf ganz 3bnliche Weise kaon man bei den
Strahlbiischeln B, B, verfabren. Nimlich durch Hiilfe
eines Strahlbiischels B!, welches B, gleich ist und mit
B perspectivisch licgt, sucht man zuerst die entspre-
chenden rechten Winkel (st), (5,1,), u. s. w. Oder
man kann diese Aufgabe auf die erste (a) bringen, und
zwar dadurch, dafs man die vereinigten Strahlbiischel
(BB,) durch irgend eine Gerade schneidet, und diese
als zwei vereinigte Gerade (AA,) betrachtet, eben so,
wie schon vorhin (§. 16, IL) geschehen ist.

II. Eine andere, viel einfachere Aufldsung, deren
Richtigkeit jedoch erst spiter (§. 46, I1L) bewiesen wird,
ist folgende:

a) Man zieheirgend eine Kreislinie axB (Fig. 23.),
und ziehe aus einem beliebigen Punkte B derselben
durch die drei in den vereinigten Geraden (AA,) ge-
gebenen Punktenpaare 4,6, ¢ und a,,6,, ¢, die Geraden
Ba, BS,....., welche die Kreisliniec zum zweiten Male
in den Punkten @, #, y und «,, 8, 7, schneiden, ver-
binde von diesen Punkten das eine Paar gleichnamige,
etwa a, a,, wechselseitig mit den beiden anderen Paa-
ren, nimlich ‘so: man ziehe die Geraden af,, «,8, die
sich in £,, und die Geraden ay,, «,y, die sich in y,
schneiden; ziehe sofort die Gerade f,y,, welche die
Kreislinie in den Punkten &, x schneidet, und durch
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diese Punkte ziehe man endlich aus B die Geraden
Be, Bx, so werden diese der Geraden (AA,) in den
gesuchten vereinigten entsprechenden Punktenpaaren ¢
" ond ¢, f und f, begegnen. Sind die Geraden A, A,
gleichliegend, so wird die Gerade 3,7, den Kreis ent-
-weder 1) schneiden, oder 2) bertibhren, oder 3) gar
nicht treffen, je nachdem 1) zwei, oder 2) ein,
oder 3) gar kein Paar entsprechende Punkle zusam-
mentreffen (§. 16.). '

Sobald also irgend ein Kreis (oder Gberhaupt ein
Kegelschnitt), der mit den aufeinander gelegten Gera-
den (AA,) in einer Ebene liegt, gegeben ist, so kann
die Aufgabe mittelst des Lineals allein geldst wer-
den. Diese Aufldsung warde hier nicht nur deshalb
mitgetheilt, weil sie an und fiir sich sehr bemerkens-
werth ist, sondern weil sie in der Folge noch bei vie-
~ len anderen Aufgaben Anwendung findet, und zwar so,
dafs man dadurch zu Auflisungen gelangt, die vor dea
bisher bekannten grofsen Vorzug verdienen.

b) Auch die andere Aufgabe kann auf ganz ent-
sprechende Weise gelost werden, d. b., statt eines
Punktes B in der Kreislinie wird irgend eine Tangente
an derselben angenommen u.s. w. Das Ausfiibrlichere -
dieser Aufldsung wird hier ibergangen. Uebrigens ist
es einfacher die Aufgabe eben so, wie vorhin (L), auf
die erste zu bringen und nach vorstehender Vorschrift
(a) zu 10sen. Oder wenn der Hiilfskreis nicht in be-
stimmter Lage gegeben ist, sondern wenn es gestattet
ist, ihn beliebig zu ziehen, so kann man ihn so zie-
hen, dafs er durch den gemeinschaftlichen Mittelpunkt '
der Strahlbiischel geht, wie etwa, wenn in dem vorer-
wihnten Punkte B beide Mittelpunkte B,'B, vereiniget
wiren, so wiirde man alsdann mittelst der entsprechen-
den Strablen a, b,c und a;, by, ¢, die vereinigten ent-
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sprecheaden Strablen e und ¢,, k und k,, durch das vo-
rige Verfahren (a) kjnnen finden, wie leicht zu sehen.
18. Die wichtigsten Eigenschaften, welche bei der
schiefen Lage aweier projectivischer Geraden A, A, und
zweier projectivischer Sgrablbischel B, B, statt haben,
atmlich das Gesetz, welchem bei den Geraden die Pro-
jectionsstrablen und bei den Strablbischeln die Durch-
schnitte der entsprechenden Strablen unterworfen sind,
konnen bier noch nicht in ibrem ganzen Umfange er-
forscht werden; sie sind daber zum Theil dem dritten

Kapitel vorbehalten.

Vorliufig sollen nur folgende Sitze und Aufga-
ben, die sich leicht auf vorangegangene Sitze und Auf-
gaben bringen lassen, aufgestellt werden.

nWenn zwei projectivi-
sche Gerade A, A, sich in
schiefer Lage befinden, so
geben durch irgend einen
Punkt B im Allgemeinen
und hdchstens nur zwei
Proiectionutrahlen; und
also k3nnen auch nur héch-
stens zwei und zwei Pro-
jectionsstrahlen parallel
sein”

" Dern denkt man sich um den
genannten Punkt B zwei Strahl.
biischel B, B,, die mit den ge-
gebenen Geraden perspectivisch
sind, so miissen dieselben unter
sich projectisch sein (§. 1L.),
‘und ihre zwei Paar vereinigte
entsprechende Strahlen (8. 16, I1.)
miissen offenbar die awei ge-
nannten Projectionsstrahlen der
Geraden A, A, sein.

nWenn zwei projectivi-
sche Strahlbiischel B, B,
sich in schiefer Lageé be-
findeu,s0 liegen aufirgend
einer Geraden A im Allge-
meinen und hdchstens nur
zswei Durchschnitte ent-
sprechender Strahlen; al-
so kdnnen auch nur hach-
stens zwei Paar enmtspre-
chende Strahlen parallel
sein.”

Denn denkt man sich xwei Ge--
rade A, A,, die in der genanu-
ten Geraden A aufeinander lie-
gen, und die mit den gegebenen
Strahlbiischeln perspectivisch sind,
8o milssen dieselben unter sich
projectivisch sein (§. 11.), und

ihre zwei Paar vereinigte emt-

sprechende Punkte (§. 16, IL),
miissen offenbar Durchschnitte
entsprechender Strahlen derStrahl-
biischel B, B, sein.
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‘Werden nun die Aulfgaben gestellt:

»Bei zwei schiclliegen- ,Bei zwei schiefllegen,
den projectivischen Gera- den projectivischenStrahl-
den A, A die (zwei) Pro- biischeln B, B, diejenigen
jectionstrahlen zu finden, Durchschnitte entspre-
die durch irgend cinen go- chender Strablea. sa fin-°
gebenen Punkt B gehen;” den, die in einer gegebe-
o ' nen Geraden A liegen;”
so ist zufolge des vorstchenden Satzes klar, wie sie
pach (§. 17.) leicht zu 1dsen sind. i

Welchen Spielraum, wenn die Geraden A, A, ge-
geben sind, der Punkt B hat, damit entweder zwei,
oder ein, oder gar kein Projectionsstrabl durch den-
selben gebt, und welchen Spielraum, wenn die Strabl-
biischel B, B, gegeben sind, die Gerade A bat, damit
entweder zwei, oder ein, oder gar k ein Durchschnitt
von entsprechenden Strablen in ibr liegt, wird, wie
" schon erwihnt, durch weitere Entwickelungen im drit-
ten Kapitel klar hervortreten.

Durch eine bald folgende Betrachtung wird gezeigt
werden, wie bei dcr schiefen Lage der beiden Paar
Gebilde A und A,, B und B,, durch ein sehr einfa-
ches Verfahren, niimlich mittelst des Lineals allein,
schief projicirt werden kann, d. h., belichige ent-
. sprechende Elemente gefunden werden konnen.

Sitze und Porismen, die aus Zusammecnstellung der
Gebilde entspringen. .

19.: Nachdem die Eigenschaften und die Funda-
mentalsiitze {iber projectivische Gerade und Strahlbii-
schel aufgefunden sind, diirfte es wobl fiir Viele wiin-
- schenswerth sein, an einigen Beispielen zu sehen, wie
sebr umfassend diese Sitze sind, d. b., wie sie die ei-
gentliche Grundlage vieler anderen Sitze sind, dic un-
mittelbar aus ibnen hervorgehen, wie durch sie manche

-
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anscheinend schwere Aufgaben, leicht za l0sen sind,
und wie endlich durch sic besonders die eigentliche
Bedeutung verschiedener Porismen verstindlich her-
vortritt.
- Za diesem Endzweck sollen zur Erleichterudg fol-
gende Erklirungen festgestellt werden.
Seit Carnot zuerst auf die Vollstindigkeit oder

. auf das Umfassende der Figuren aufmerksam gemacht,

braucht man- hiufig den Ausdruck ,vollstindiges
Vierek” (quadrilatére complet). ‘Man hat aber da-
bei zwei wesentlich verschiedene Figaren gar nicht
von einander unterschieden, was doch bei genauer und
vollstindiger Betrachtung durchaus nicht aufser Acht
gelassen werden darf und kann. Némlich man hat ge-
nau za unterscheiden a) ,vollstindiges Vierseit”
und b) ,vollstindiges Viereck”, und zwar unter-
scheiden sie sich wie folgt:

wVollstindiges Vierseit” ,Vollstindiges Viereck,”

heilsen jede vier Gerade A,B,C,D
(Fig. 24.) zusammengefafst; die

heifsen jede vier Punkte g, b, ¢,d
(Fig. 25.) zusammengefafst; die

sechs Durchschnitte @, b, ¢, b, ¢, f sechs Geraden, welche darch die

der Seiten heifsen Ecken des-
selben; es hat also drei Paar ein-
ander gegeniiber liegende Ecken,
niimlich ¢ und f, Hund e, cundd,
und somit hat es drei Diagona-
len af, be, ¢d; und endlich um-
fafst es drel einfacheVierseit,
afimlich abfea, acfda, beedb.

Punkte bestimmt werden, heilsen
Seiten desselben; es hat also drei
Paar einander gegeniiber liegende
Seiten, n¥mlich a6 und ¢d, acund
bd, ad und be, und somit drei
Darchschoitte ¢, f, g8 gegeniiber
liegender Seiten; und .endlich
umfalst es drei einfache Vier-
ecke, nimlich abeda, acdba,
fcdba.

Ein einfaches Viereck ist auch zugleich ein

einfaches Vierseit, so dafs also derselben Figur
der eine oder der andere von diesen zwei:Namen bei-
gelegt werden kann. Dasselbe gilt vom einfachen Fiinf-
eck und Finfseit, u. s. w. Ein vollstindiges Fiinf-
eck aber, so wie ein vollstindiges Fiinfseit be-
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steht aus 12 einfachen Fiinfecken oder Flinfseiten;
und sowohl das vollstindige Sechseck, als Sechs-
seit besteht, wie ich- schon bei einer anderen Gelegen-
heit (Annales de mathem. Tom. XVIIL) angegeben
habe, aus 60 einfachen Sechsecken oder Sechssei-
ten. Nimlich, wenn man die obigen Erklirungen wei-
- ter ausdebnt, so lauten sie im Allgemeinen, und wie
Carnot zum Theil schon angegeben bat, wie folgt.
,,Vollst!ncligéa nSeit hei- ,,Vollstindiges n Eck hei-
fsen jede n Gerade in einer Ebe- [sen jede nPunkte in einer Ebene
ne zasammengefafst; die l(;—'-l) zusamunengefalst; die '.'_("T'Q Ge.
Durchschnitte der Seiten (Gera- raden, die durch die Ecken(Punk-

den) heifsen E cken desselben;es te) bestimmt werden, heilsen
besteht ans 1:2:3.4.... (n-1) Seiten desselben; es besteht aus

2 1.2.3.4....(a-1) _,
einfachen n Seiten oder n 2 cinfachen n
Ecken.” Ecken oder n Seiten.”

Ein einfaches n Eck entstebt ni#mlich, wenn man
n Punkte, nach irgend einer Ordnung genommen, in
einem Zuge durch n maliges. Absitzen verbindet, so je-
doch, dafs man bei jedem Punkte einmal anhilt, und
zaletzt wieder in den Anfangspunkt zuriickkehrt. Da-
nach wird man sich leicht von der Richtigkeit der in
den vorstehenden Erklirungen angegebenen Zahlen tiber-
zeugen kénnen (s. §. 25, Note.) '

20. Es sei a, b, a,, b, (Fig. 26.) ein beliebiges
‘wollstindiges Vierseit, dessen drei Diagonalen %, ab,,
a,b (§ 19.) sich in €, D, € schneiden. Man denke
sich zu den drei Strahlen a, b, ¢ den vierten, dem c
zugeordneten, harmonischen Strahl d, und eben so zu
den drei Strahlen a,, b,, ¢; den, dem c, zugeordneten,
vierten harmonischen Strabl d,, so miissen, zufolge frii-
herer Sitze, beide Strahlen d und d, die Gerade ab,€
in demjenigen Punkte D schneiden, der zu den drei
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Darchschnitten a. §,, € der vierte, dem € zugeordnete
barmonische Punkt ist; und eben so mlissen beide
Strahlen d, d, durch denjenigen Punkt D der Geraden
a, 6 € geben, der zu den drei Punkten q,, b, € der
vierte, und zwar dem € zugeordnete, barmonische Pankt
ist; da aber beide Strahlen d, d, nur einen einzigen
Punkt D gemein haben kinnen, so mufs dieser zu-
gleich der Durchschnilt der beiden Geraden ab, €,
a, b € sein, und folglich schneiden die Diagonalen ein-
ander so, dafs die zwei Durchschnitte D, € und D, €
in den Diagonalen ab, und a,6 zu den zugehdrigen
Ecken a, 6, und a,, b zugeordnete barmonische Punkte
sind. Auf gleiche Weise folgt, dafs auch €, € zu den
Ecken %, 9 zugeordnete barmonische Punkte sind;
oder dieses folgt auch daraus, dafs vermdge der bar-
monischen Strahlen a, d,b,c die Pankte g,,d,,6,, D,
und vermdge dieser die Strahlen Da,, Dd,, D6,, DB,
und vermige dieser endlich die Punkte €, 9, €, % har-
monisch sind.

Da die vier Punkte @, 8, a,, b, ein beliebiges voll-
stindiges Viereck darstellen, dessen gegeniiber liegen-
den Seitenpaare sich in ¥, B, D schneiden, und wo
dicse Durchschnitte durch die Strahlen ¢ (oder ¢,), d,d;
verbunden sind, so ist durch die vorstehende Betrach-
tung auch zugleich dargethan, dafs bei- einem solchen
Viereck dic Strahlen, welche die Durchschnitte der ge-
geniiber liegenden Seiten verbinden, zu den letzteren
zugeordoete harmonische Strahlen sind, dals namlich
die Strahlen d, ¢ zu den Seiten a, b (oder aa,, 06,), die
Strablen ¢,, d, zu den Seiten a,, b,, und die Strahlen
d, d, zu den Seiten ab;, 6,6 zugeordncte harmonische
Strahlen sind.

Aus dieser Betrachtung folgt nachstehende Reihe
von Sitzen und Aufgaben.
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L ,Jmvellstindigen Vier
‘seit sind die Pankte, in
welchen die drei Diagonao-
len einander schneiden, zu
den zugehdrigen Ecken zu.
geordnete harmonische
Punkte”

L ,Im vollstindigen Vier
eck sind die Strakhlen, wel-
che die Durchschnitte der
gegeniiber liegenden Sei-
tenpaare verbinden, zu
den letzteren sugeordnete
harmonische Strahlen”

Der Satz links warde vornehmlich durch Carnot
allgemeiner bekannt, ungeachtet man denselben schon
in Pappus Collect. Mathem. libr. VII. findet.

Il ,Zu drei gegebenen
Punkten den vierten har-
monischen Punkt za fin-
den, jedoch nur mittelst
des Lineals allein.”

Sind etwa 4, b, , € gegeben und
man will den, dem € zageordne-
ten, vierten hormonischen Pumkt
D finden, so ziehe mon darch €
irgend eine Gerade B, nehme
darin zwei willkibrliche Pankte
9, B, verbinde diese mit den zvvei
{ibrigen gegebenen Punkten durch
Gerade N4, Ab,, Ba, Bb,, die
sich in 4,, b schneiden, so wird
die Gerade ¢, 6 durch den ge-
suchten Pankt D gehen.

IL ,Zu drei gegebenen
Strahlen den vierten har-
monischen Strahl zu fia-
den, jedech nur mittelst
des Lineals allein.”

Sind etwa a, b, ¢ gegeben und
man will den, dem ¢ zugeordne-
ten, vierten harmonischen Strahl
d finden, s0 nehme man in ¢ ir-
gend einen Punkt B, ziehe dureh
diesen willkithrlich zwei Gerade
Ba, Ba,, die den Strablen a, b
in den Ponkten a, a,, b, 5, be-
gegnen, verbinde diese darch die
Geraden ab,, ba,, die sich in
dem Pankte D schneiden, oo
wird die Gerade YD der ver
langte Strahl sein,

Die Aufgabe links wurde zuerst von De Lahire
(Scctione conicae. 1685.) auf diese nimliche Art gelost.

IIL. ,Wenn drei Gerade
und ein Puankt gegeben
sind, so sell, mittelst des
Lineals allein, durch den
Punkt eine Gerade 80 gezo-
gen werden, dafs er und
diedreiDurchschnitte, wel-
che sie mit den drei Gera-
den macht, vier -harmoni-
sehe Puakte sind.”

IIL. ,Wenn drei Punkte
und eine Gerade gegebea
sind, 80 soll mittelst des
Lineals allein, in der Ge-
raden ein Punkt gefunden
werden, dafs sie und die
drei Geraden, welche er
mit den drei Punkten be-
stimmt, vier harmonische -
Strahlen sind.”
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Siad ctwa a,,b,,bund Dge- Sind etwa ¢, D, B wnd b ge-
geben, se ziche man x B. die grbea, #0 siche man x B. die
Gerade D B oder.d,, suche zu Gerade 4 B, suche zu den drei
dea drei Strablen a,,b,, d, den Pankien g, b, B den vierten, dem
vierten, dem d, B zsgeorducten, harmomischen
L.mucbeaSth ¢, (IL), der Punkt d (IL), ziche dic Gerade
der dritten Geraden b in ¥ be- DD, so wird diese dagegcba
gegnet, so wird die Gerade XD Geraden b in ecinem Punkie
der Anfgabe genligen, d. h., die begegaen, welcher der Anfgabe
vier Punkte b, D, b,, ¥ sind geniigt, so dafa a, d, b, c, har-
harmonisch. Zwei andere Ge- monisch sind. Zwei andere Punk-
rade, welche ebenfalls der Auf- te, die auch der Aufgabe ge-
gabe gendgen, findet man aof nigen, findet man anf Shaliche
ahnliche Weise. Weise.

Wird Y als Projectionspunkt der Geraden a,, b,
angeschen, so dafs a, d,6,¢,..... nond a,,,,6,,¢,.....
entsprechende Punkte sind, und wird €D als perspec-

tivischer Durchschnitt der Strahlbiischel %, B angenom-

men, so dafs a,d, b, c,.....

und a, d, b, ¢, ..... ent-

sprechende Strahlen sind, so folgt ferner:

1V. ,Dafs wenn man bei
swei perspectivischen Ge-
raden a,, b, je zwei ent-
sprechende Punktenpaare
wechselseitig (4,4, mit b,b,,
oder mit , d,, w. s.w.) durch
Gerade (ab, und ba,, abd,,
und d4ay,...) verbindet, so lie-
. gen die Durchschnitte D,
Dyy... aller dieser Paar
Geraden in einer bestimm-
ten Geraden d,, die nim-
lich zu den perspectivi-
schen Geraden a,, b, und
zu dem durch ihrea Durch-
schnitt B gehenden Pro-
jectionsstrahle ¢ oder c,
der vierte, dem ¢, zuge-
ordnete,harmonischeStrahl
ist”

IV. ,Dafs wenn man bei
twei perspectivischen
Strahlb@scheln %,B jezwei
entsprechende Strahlen- .
paare sich wechselseitig
schneiden 15fst (a, a, mit b,
b,, oder mitd, d,, u.s. w.), und
dieDarchschnitte (a, und b,
¢ und d,...) durch Gerade
8,5, eb,... verbindet, so ge-
hen diese alle durch einen
bestimmten Punkt €, der
nimlich zu den Mittelpunk-
ten %, derStrahlbéschel
nnd su demjenigen Punkte
€, in welchem ibr gemein-
schaftlicher Strahl (c ¢,)
vom perspectivischen
Durchschitte D€ getroffen
wird, der vierte, dem € su.
geordnete, harmonische
Punkt ist )
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Der Salz links ist (mit anderen Worten ausge-
sprochen) allgemein bekannt. Es ist leicht zu sehen,
wie vermdge dieser Sitze die folgenden Augaben:

V. ,Darch einen gegebe- V. ,In einer gegebenen
nen Punkt D eine Gerade Geraden D & denjenigon
DD, zu ziehen, welche Punkt €zu finden, welcher
durch den Durchschnitt ¥ mit zwei gegebenen Puak-
zweier gegebenen Geraden ten X, B in einer Geraden
ab, 6, b, geht, im Falle die- liegt, im Falle diese Ge-
serDurchschnitt unsuging- rade nicht gesogen werden
- lich ist.” ' kann”
wovon die eine, links, ebenfalls allgemein bekannt ist,
miltelst des Lineals allein zu losen sind.

‘Weiter unlen wird man finden, dafs die Sitze
(IV.) nur besondere Fille von allgemeineren Sitzen
sind, die nimlich statt finden, wenn die projectivis¢hen
Gebilde a,,b, und U, sich in schiefer Lage befinden.

Es liefsen sich hier noch eine Menge Folgerungen
ziehen, die namentlich das Dreieck, die Theorie der
Transversalén, u. 8. w. bétreffen, bei denen ich mich
aber nicht aufhalten kann,

21. Sind drei Gerade A, A,, A, (Fig. 27.) unter
einander projectivisch, nimlich in Ansebung der Punkte
a,b,¢..... 3 0y, Byy Cyennee i @, B4, €,....., und liegen

.sie s0, dafs sie einander in einem Punkte schneiden,
und dafs in demselben drei entsprechende Puankte e,
¢, ¢, vereiniget sind, und dafs mithin je zwei Gerade
perspectivisch liegen, 80 miissen nothwendiger Weise
die drei Projectionspunkte B, B,, B, in einer Geraden
liegen. Denn sind B, B, die Projectionspunkte der
Geraden A und A,, A und A,, so ist die Gerade BB,
ein Projectionsstrahl sowohl von A und A,, als von
A und A,, so dafs also der Punkt D, in welchem sie
A begegnet, den Punkten dy, d,; in welchen sie A, A,
‘schneidet, entspricht, und dafs sie folglich auch ein
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Projectionsstrabl vom A, und A, ist, und darch “ibren
Projectionspunkt B, gebt.

‘Wird umgekehrt angenommen drei Strablbiischel

B, B,, B, seien unter einander projectivisch, und lie-

gen so, dafs drei entsprechende Strablen d, d,, d, ver-

* einigt sind, dals mithin je zwei Strabiblischel perspec-

tivisch liegen, so folgt auf &hnliche Weise, wie vorhin,

dafs die drei perspectivischen Durchschnitte A, A,, A,

einander in einem Punkte (e¢,¢,) treffen. Also hat man

folgende Sitze:

1. ,,Sind drei Gerade A,
A,, A; unter einander pro-
jectivisch und liegen sie
so, dafs sie sich in einem
Punkte schneiden,und dafls
in demselben drei entspre-
chende Punkte vereiniget,
and mithin je zwei Gerade
perspectivisch sind, so lie-
gen die drei Projections-
punkte B, B,, B, in einer
Geraden.”

bekannte Sitze:

II. ,Treffen die drei Ge-

raden A, A ,A,, wekche die
Ecken irgend zweier Drei-
ecke aa,0,, b6,6,, in be-
stimmter Ordnung ge nom-
men, paarweise verbinden,
in einem Punkte zusammen,
so liegen die drei Punkte
B, B,, B;, in welchen die
gegeniiber liegenden Sei-
ten, in gleicher Ordnung
paarweise genommen, ein-
ander schneiden, in eimer
Geraden.” Deun man kann

\

L ,,Sind drei Strahlba-
schel B, B,, B, unter ein-
ander projectivisch und
liegen sie so, dafs drei ent-
sprechende Strahlen auf-
cinander fallen, also ihre
Mittelpunkte in einer Ge-
raden liegen, und mithin
je sweiStrahlbiischel per-
spectivisch sind, so tref-
fen sich die drei perspec-
tivischen Darchschnitte A,
A, A; in einem Punkt”

Aus diesen Sitzen folgen unmittelbar nachstehende

IL ,Liegen die dreiPunk-
teB,B,, B,, in welchen die
Seiten irgend zweier Drei-
eeke aa, a,, bb, b,, in bes
stimmter Ordnung paar
weise genommen, sich
schneiden, in einer Gera-
den, so treffen die drei Ge-
raden A A, ,A,, welche die
gegeniiber liegendenEcken,
in gleicher Ordnpng paar-
weise genommen, verbin-
den, allemal ia einem
Pupkte zusammen” Demn
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festsctzen. dieGeraden A, A 'und
A, sollen in Ansebung der gleich-
namigen Punkte a, b, ¢ und a,,
§,, ¢, und ag, by, e, projecti-
visch sein (§. 10, 7.).

Es folgt ferncr:

1. ,Bewegen sich ‘die
Ecken eines verinderlichen
Dreiecks a g, @, in drei fe
.sten Geraden A, A, A, die
durch einen Punkt ¢ gehen,
und drehen sich awei Sei-
ten desselben, etwa ag,,
@0, um feste Punkte B, B,,
so geht auch die dritte
Seite 4,4, bestindig durch
einen dritten festen Punkt
B;,der mit jenen beiden in
einer Geraden liegt

man kann festsetnen die Sirabl-
bischel B, B, und B, sallea in
Ansebung der gleichnamigen
Strablen a, b,d und a,,b,,d, nnd
LY b', d’ MWM sein
. 10, 7).

III. ,Drehen sich die Seis
ten eines veriaderlichea
Dreiecks 4 a, 8¢ um drei
feste Pankte B,B,, B,, die
in einer Geraden & liegen,
und bewegen sich zwei
Eckendesselben, etwa a,4,,
in f{esten Geraden A,A,, s0
bewegt sich auch die drit-
te Ecke g, in einer dritten
festen GeradenA,,die sich
mit jenen beiden in einem
Punkte schneidet”

Bei den obigen Sitzen (I.) ist der besondere Fall

moglich, dafs einerseits (links) die drei Projections-
punkte B, B,, B,, und andererseits die drei perspecti-
vischen Durchschnitte A, A,, A, zusammen fallen; die-

ses lcitet daher auf nachslehende Aufgaben.

IV. ,Drei gegebene Gera-
.de A, A, A,, die unter ein-
ander projectivisch sind,
so in perspectivische Lage
zu bringen, dafs sie sich
in einem Punkte ¢ schnei-
den und einen gemein-
schaftlichen Projections-

IV.,,Dreigegebene Strahl.
bischel B, B,, B;, die un-
ter einander projectivisch
sind, so in perspectivische
Lage zu bringen, dafs ihre
Mittelpunkte in einer Ge-
raden liegen, und dafs sie
einen gemeéinschaftlichen

punkt B haben™ - perspectivischen Durch

, schnitt A habeun”

Die Aufldsungen dieser Aufgaben sollen den
Liebbabern vorliufig zur Uebung tGberlassen bleiben:
sie lassen sich leicht auf frithere Sitze griinden (§. 15.);
sphter sollen sie mitgetheilt werden. Ich will hier nur
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angeben, dafs die erste Aufgabe (links), im Allgemei-
nen unendlich viele Aufldsungen zulifst, wobei sich
verschiedene drei entsprechende Punkte der Geraden
in deren gemeinschaftlichem Durchschnitte vereinigen
‘lassen. Giebt es anch entsprechende Punkte, bei de-
ren Vereinigung keine Aufldsung statt findet? und wel-
chen Spielraum haben sie? Was findet insbesondere
statt, wenn die Geraden 3bnlich sind? — Die andere .
Aufgabe dagegen lifst im Allgemeinen der Hauptsache
pach nur zwei Aufldsungen zu,

22. Durch Wiederbolung oder Zusammensetzung
eines obigen Satzes (§. 21.) gelangt man unmittelbar zu
cinem berithmten Porisma, welches Pappus, in der
Vorrede zum VIL Buch der Collecliones Mathematicae,
mittheilt, und welches, wegen seines Scheins von All-
gemeinheit, leicht fiir schwerer und umfassender ge-
halten wird, als es in der That ist, nimlich zu dem
folgenden Porisma:

1. ,Wenn in einer Ebene n beliebig gezo-
gene geradeLinien einander irgend wie durch-
schneiden, und man hilt die n—1 Durch-
schnittspunkte fest, die einer von ihnen, gleich
viel welcher, angehdren, wihrend man alle
fibrigen beziehlich um diese Punkte bewegt,
und wihrend n—2 von ihren gegenseitigen
Durchschnitten, wovon keine drei denselben
drei Geraden, keine vier denselben vier Ge-
raden, u. 8. w. angehdren, gezwungen sind auf
einer gleichen Anzahl gegebener Geraden, als
Leitlinien genommen, zu bleiben: so_werden
alle tibrigen Durchschnitte der bewegten Ge-
raden, deren Anzahl eine Triangularzahl ist,

einzeln andere Gerade beschreiben, die mit
- jenen

-
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jenen Leitlinien zngleich der Lage nach gege-
ben sein werden.”

In_neuerer Zeit hat Robert Simson zuerst dle-
sen Satz bewiesen, Mittelst der oben festgeselzten Er-
klirungen (§. 19.) kann der vorstehende Satz, nebst

seinem entsprechenden Satze wie folgt ausgesprochen

werden.

- IL ,Bewegen sichdieEcken
eines verinderlichen voll-
stindigen n Ecks in n fo-
sten Geraden, die durch
einenPunkt gehen, and dre-
hen sich n—1 Seiten des-
selben, die irgend einem
einfachennEck angehidren,
aus welchen das vollstin-
dige besteht, um eben so
viele feste Punkte: so dre-
hen sich auch die dibrigen
Seiten, on Zahl (212 2)
um andere feste Punkte, die
#lso mit jenen festenPunk-
ten zugleichgegeben sind.”

II. ,Drehen sich die Sef-
ten eines vollstindigen
verdanderlichen n Seits um
n feste Punkte, die in einer
Geraden liegen, und bewe-
gen sich n—1 Eckea des
selben, die irgend einem
einfachen n Eck angehdren,
aus denen das vollstindige
besteht, in eben so vielen
festen Geraden: so bewe-
gen sich auch die dbrigen

Eckeén, an Zahl .(_“_l&‘.'li_a)

in anderen festen Geraden,
die also mit jenen festem
Geraden zuglelch gegeben
sind.”

In der That sind diese zwei Sitze, wie lcbon er-

wabnt worden, nichts anderes als eine zusammenhin-
gende Wiederbolung der obigen einfachen Sitze (§.21, L).
Oder noch leichter konnen sie aus folgenden Sitzem,
deren Richtigkeit. von selbst erbeuct, zusammengesetzt
werden. Nimlich: .

TII. ,Wenn bei drei Gera- III. ,WennvondreiStrahl-

den A, A, A;, die einan-
der im einemPunkte schuei-
den, zwei mit der dritten

bidscheln B, B,, B;, deren
Mittelpunkte in einer Ge-
raden liegen, zwei mit dem

pro)ectlvlsch sind und mit dritten Pro]ectlvuch sind,
fhr perspectivisch liegen, und mit ihm perspectivisch
so0 sind sie auch unter sich liegen, sosind sie auchk
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' projectivisck ‘und liegen uwater sich prejectivisch
perspectiviseh.” und liegen perspectivisch.”

Daraus folgt, durch Zasammensetzung, unmittelbar:

IV. ,Dafs wena von n Ge- IV. ,Dafs wenn von m
raden A, A A,,... A, _,, die Strahlbascheln B,B, B,,...
durch cinen und denselben B, ,, derenNittelpunkte in
Penkt gehen, der Reihe einer Geraden liegen, der
nach jede mit der darauf Reihe nach jedes mit dem
folgenden  prejectivisch darauf folgendea projecti-
ist, und mit ihr perspecti- visch ist, and mit ihm per
visch liegt, danun alle un- spectivisch liegt, dann al-
ter einander projectivisch le unter einander projecti-
sind, und perspectivisch visch sind, und perspecti-
liegew” visch liegen.”

In diesen Sitzen sind die obigen (II.) enthalten.
Denn wenn z. B, nach dem Satze (lI, links), die Ecken
eines vollstindigen Vicrecks a, a,, a,, a5 (Fig.28.) sich
in den festen Geraden A, A,, A,, A, bewegen, wih-
rend sich etwa die drei Seiten aa,, 0,q,, 6,0, des
- einfachen Vierecks aa, a,0, a um die drei festen Punkte
B, B,, B, drehen, so sind offenbar A und A,, A, und
A,, A, und A, in Ansehung der Punkte qund a,, a,
und q,, 0, und a; projectivisch, und liegen perspecti-
visch, nimlich B, B,, B, sind ibre Projectionspunkte;
daher sind, zufolge vorstehenden Satzes, auch A und
A, Ay und Ay, A und A,, in Ansehung der Punkte
a und a,, a, und a5, a und a,, projectivisch und lie-
gen perspectivisch, so dafs folglich auch die drei tibri-
gen Seiten aa;, 0,45, aa; des vollstindigen. Vierecks
sich um feste Punkte B,, B,, By drehen, nimlich nm
dic Projectionspunkie der letzgenannten Paar Geraden,
Ueberdics folgt auch noch (§. 21, L), dafs von den
sechs Punkten B, B,, B,, By, B,, B, viermal drei in
einer Geraden liegen, dafs sie also die Ecken eines
vollstiindigen Vierseits sind. .
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‘Wenn andererseits z. B, die Seiten eines vallstin-
digen Vierseits a, a,, 85, 8y (Fig. 29.) sich um feste
Punkte B, B,, B,, B, drehen, die in einer Geraden
liegen, wibrend sich etwa die drei Ecken a, q,, a,
des Vierecks a,0258,4 in den drei festen Geraden A,
A,, A, bewegen, s0 sind offenbar die Strahlbiischel
B und B,, B, und B,, B, und B,, in Ansehung der
entsprechenden Strablen a und a,, a, und a,, a,und ag
projectivisch und liegen perspectivisch, nimlich A, A,,
A, sind ibre perspectivischen Durchscbnitte; daher sind -
auch die Strahlblischel B und B,, B, und B;, B und
B,, in Ansebung der Strablen a und a,, a, und a,, a
und a,, projectivisch und liegen perspectivisch (IV.), so
dafs folglich anch die drei tibrigen Ecken ga,, a,, a,
des vollstindigen Vierseits sich in bestimmten festen
Geraden A,, A, A, bewegen, nimlich in dem perspec-
tivischen Durchschbnitten der letzigenannten Strahlbi-
~ schelpaare. Ueberdies folgt noch (§. 21, L), dafs die
6 Geraden A, A,,..... A, die 6 Seiten eines vollstin-
digen Vierecks «, £, y, J sind.

Ganz eben so, wie bei diesen Beispielen, lassen
sich die Sitze bei jeder anderen Figur nachweisen.
Verschiedene besondere Fille der obigen Sitze (II.
oder 1V.) — die einerseits (links) dadurch entstehen, dafs
von den festen Geraden einige auf einander fallen, oder
dafs die festen Punkte in einer Geraden liegen, und
dafs diese durch den gemeinschafilichen Durchschnitt
der festen Geraden geht, u. s. w.; und andererseits da-
durch, dafs die festen Punkte tbeilweise vereiniget werden,
oder dafs die festen Geraden durch einen Punkt gehen,
und dafs dieser mit den festen Punkten in einer Gera<
den liegt, u. s. w, — werden hier tibergangen. Uebri,
gens sind die obigen Sitze selhst nur besondere Fille

é*
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von aligemeineren und umfassenderen Sitzen, die in
den zwei nichstfolgenden Kapiteln bewiesen ‘werdest.

. 23." Schneiden sich drei Gerade A, A, A, (Fig.30.),
die wnter einander projectivisch sind, in drei Punkten,
und liegen je zwei derselben perspectivisch, so dafs also
in jedem Durchschnitte zwei entsprechende Punkie ver-
einiget sind, nimlich ¢ unde,, £ und f,, I, und [,, und
sind ¢, f,, | die den vereinigten Punkten entsprechen-
den dritten Punkte, so sind in jedem der drei Strahlen
dees, 60,0, 1,1,§ zwei Projectionsstrablen vereiniget,
pimlich ¢e¢, und ¢¢,, £f, und £Ff, ! und LI, und
daher mfissen ibre gegenseitigen Darchschnitte B, B,, B,
die Projedtionspunkte der Geradenpaare A und A,, A
und A,, A, und A, sein. Da auf Zhnliche Weise, wenn
man, statt von den Geraden A, A,, A,, von den Strahl-
biischeln B, B,, B, ausgeht, auch das Umgekehrte sich
darthun lifst, so folgen also nachstehende Sitze.

I, wWenn dieSeiten A, A,
A, eines Dreiecks efl, un-
ter einander projectivisch
sind,und wenn je zwei per-
spectivisch liegen, s0 sind

 jhre Projectionspunkte B,
B,, B,, die Ecken eines an-
deren jenem umbeschrie-
benen Dreiecks.”

Sind a, a,, a, irgend

I. ,Wenn die Ecken ei-
nes Dreiecks BB,B, die
Mittelpankie projectivi-
seher Strahlbiischel sind,
wovon je zwei perspeecti-
visch liegen, so bilden ih,
re perspectivischenDurch-
schitte A, A, A, ein Drei-
eck ell,, welches jenem
eingeschrieben ist.”

drei entsprechende Punkte,

so ist das Dreieek -aa,a, dem Dreiecke (Dreiseit) A,
Ay, A, eingeschrieben und zugleich dem Dreiecke
BB, B, umschrieben; uud da zur Bestimmung der pro-
jectivischen Beziehung der drei Geraden A, A, A, ode;
der drei Strablbtischel B, B,, B,, dreimal drei entspre-
thende Punkte ¢, ¢, ¢5; F, F,, £,; [, [,, [, oder Strah-
len e, e, e k, k;, ks; 1, 1, 15, willkiihrlich ange-
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nommen werden kdnnen, so l'olgen ferner Illlmelht
pachstehende Satze. N

.H. ,Wenn einem belneblgen Dreieck A A,
A, irgend ein zweites BB, B, umschrieben ist,
80 giebt es unzihlig viele andere Dreiecke
aa,a,, (66,6,, ¢¢,¢y,.....), von denen jedes dem
‘ersten eingeschriében und zugleich dem 2wei-
ten umschrieben ist.” Nimlich: '

‘,.Bea,cbreibt man irgead
ein Dreieck aa,4;, dessen
Ecken, in bestimmter Ord-
‘mung genommen, in den
Seiter jenes ersten Drei-
,ecks liegen, und von des-
senSeiten zwei durch zwei
Ecken des zweiten gehen,
8o geht allemal auch die
dritteSeitedesselbendurch
die dritte Ecke des zwei-
'ten.” *

nBeschreibt man irgend
ein Dreieck an q,, dessen
Seiten, in bestimmterOrd-
nung genommen, durch die
Ecken jenes sweitea Drej-
ecks gehen, und von des-
sen Ecken zwei in zwei
Seiten des ersten liegen,
so liegt allemal such die
dritte Ecke desselben in
der dritten Seite des er-
sten.”

Oder mit anderen Worten:

»Ist einem Dreieck A, A,,
A, ein zweites BB, B, um-
‘schrieben und bewegen
“sich die Ecken eines drit.
ten Dreiecks 44,4, in den
Seitendes ersten,wihrend
~zwei Seiten, in bestimmter
‘Ordnung genemmen, sich
,um eweiEcken desxweiten
_drehen,.so dreht sich auch
_die dritte Seite desselben
‘um die dritte Ecke des
-zweiten”

III. ,Wenn vonden Ecken
eines Sechsecks B,B B, 4,
¢aB, zweimal drei, die
nicht aufeinander folgen,

wist einem Dreieck BB,B,
ein zweites A,A,,A, einge-
schrieben, und drehen sich
die Seiten eines dritten
Dreiecksag 4, um dieEcken
des ersten, wihrend zwei
Ecken, in bestimmter Ord-
Rung gemommen, sich {n
zwei Seiten des zweiten
bewegen, so bewegt sich
auch die dritte Ecke des-
selben in der dritten Seite
des zweiten.” :

IIl. ,Wenn von denSeiten
eines Sechsecks B, Ba, efa,
B, zweimal drei, die nicht
aufeinander folgen, durch

“in einet Geraden liegen, einen Punkt gehon, wio ot-
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wihe etwa g, B, g, md B,, & wa B, B4, cle, mdBa, el 0,

B, in a4, und B,B,, se lie- B, durch {, mnd ¢, 5@ treffen

gen auch die drei Durch- sich auch dic drei Geradem

‘schuitte (,f,8, der cinan- B e, BE, 0,4, durch dic ge-

der gegendber liegenden gemiber liegeaden Eckem

Secitenin ciner Geraden” cinander in cinem Punkte
B,.”

Ven diesen zwei bekannten Sitzen (IIL) ist der
. eine (links) das XIIl. Lemma zu den Porismen des
Euklides, welche Pappus im VIL Buche mittheilt.
Im Anbange sollen diese S¥tze umfassender gegeben
_werden.

Die obigen Verbindungen von drei projectivischen
Geraden oder Strablbiischeln, ncbst weiteren Verbin-
dungen der Art, wiirden leicht zu vielen anderen Sitzen
fibren, wenn der Raum gestattete, sie hier weiler zu
verfolgen.

21. Es sollen hier noch drei projeclivische Ge-
rade und drei projectivische Strahlbiischel so verbun-
den werden, dafs von den jedesmaligen drei Gebilden
zwei unter sich schief, aber jedes mit dem drilten
perspectivisch liegt.

Befinden sich von den drei belicbigen Geraden
A, A;, A, (Fig. 31.), die unter einander projectivisch
sind, zwei, etwa A, A,, in schiefer, dagegen jede
derselben mit der dritten A, in perspectivischer
Lage, so dafs also im Durchschnit(e der ersteren irgend
zwei, einander nicht entsprechende Punkte, etwa ¢, d,,
dagegen in den Durchschnitten, die sie mit der letzte-
ren A, bilden, zwei entsprechende Punktenpaare, etwa
tund £, I, und I,, vereiniget sind, und sind ferner

- B,, B, die Projectionspunkte von A und A,, A; und
A,: s0 werden offenbar in der Geraden B,B, irgend
drei entsprechcnde Projectionsstrablen, etwa b, by, b,,

- aufeinander fallen, und in jeder der zwei Geraden
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B, I, 1,, B,tf, werden zwei entsprechende Strahlen, nkm-
lich £, F, und £f,, {,{ und L1, vereiniget sein.

a) Werden umgekebrt in irgend einem Projec-
tionsstrabl, etwa in b, zweier gogebener projectivischer
Geraden A, A,, die in schiefer Lage sich . befinden,
" zwei beliebige Punkte -B,, B, als Mittelpunkte zweier
Strahlbischel angenommen, wovon der erstere auf A
und der andere auf A, bezogen wird, und die mithin
in Ansehung der Strablen a,, b,, ¢,, d,,..... und a,, b,
€3y dy,..... projectivisch sind (§.11,IIL), so werden sie,
da in dem Strahle b zwei eutsprechende Strahlen by, b,
vereiniget sind, perspectivisch licgen (§. 14.), und ibr
perspectivischer Durchschnitt A, wird offenbar mit jeder
der zwei gegebenen Geraden A, A, projectivisch sein
und perspectivisch liegen, nimlich A und A,, A, und A,
werden B,, B, zum Projectionspunkt haben.

b) Werden die Punkte B,, B, insbesondere in zwei
entsprechenden Punkten 6,,  der gegebenen Geraden
A,, A angenommen, nimlich B, in b, und B, in b, wie
. (Fig. 33.), so fallen die Strahlen e,, d, mit dem Ge-
raden A,, A zusammen, 80 dafs also die Durchschuitte
¢s, b, der entsprechenden Strablen e, und e,, d, und
d, in ¢, d liegen, und dafs folglich in diesem Falle
der perspectivische Durchschnitt A, der Strahlbiischel
die gegebenen Geraden A;, A in denjenigen Punktes
schneidet, die den in ibrem Durchschnitte vereinigten
Punkten ¢, D, entsprechen. Da die Gerade A, durch
die zwei Punkile ¢, d,, oder ¢;, d, bestimmt ist, so
bleibt also der perspectivische Durchschnitt (A,) der-
selbe, man mag die Mittelpunkte B,, B, der Strahlbd-
schel, in welchen zwei entsprechenden Punkten der ge-
gebenen Geraden A,, A, also in b, und 6, oder in
6, und a, oder in ¢, und ¢, u. s. w., annehmen als
man will; so dafs alio die Durchschaitte q,, ¢;, fy--..o
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der Geredenpaare a6, und a,6, bc, wnd 6,¢, ac, und
a;¢,....., die bei awei schief liegenden projectivischen
Geraden A, A, je zwei Paar estsprechende Punkte
wechselseitig verbinden, in einer und dersclben Gesa-
den A, liegen.

. Wenn andererseits von drei belicbigen Slnblbﬁ-
ocheln B, B,, B, (Fig. 32.), die unter einander projec-
tivisch sind, sich zwei, etwa B, B,, in schiefer, da-
gegen jeder derselben mit dem dritten B, in perspecti-
vischer Lage befinden, so dafs also in der Axe BB,
der ersteren zwei einander nicht entsprechende Sérah-
len, ¢twa e, d,, dagegen in jeder der zwei Axen BB,
B,B, zwei entsprechende Strahlen, etwa k und k,, 1,
und 1, vereiniget sind, und sind ferner A,, A, die per-
spectivischen Durchschnitte der Strablbiischel B uad B,,
B, und B,: so miissen offenbar im Durchschnitte der
Geraden A,, A, die Durchschnitte von irgend drei ent-
sprechenden Strahlen, etwa die Darchechnitte b, §,, by
der Strablen b, b,, b,, und ferner miissen in jedem
der beiden Punkte, wo die zwei Paar vereinigten ent-
sprechenden Strahlen kk,, 1,1, ibrem entsprechenden
dritten Strabl k,, 1 begegnen, zwei entsprechende Pankte
f and ¢,, | und § vereiniget sein. Und umgekebrt:

e) Sind irgend zwei projectivische Strahlb@ischel
B, B, in schiefer Lage gegeben, und man gzieht durch
den Durchschnitt irgend zweier entsprechenden Strabh-
len, z. B. durch den Durchschnitt 6 der Strablen b, b,,
zwei beliebige Gerade A,, A;, so werden letztere in
. Ansehung der Punkte qay, 6, ¢, d,,..... und a,, b,
€2y Dgy curee , in welchen sie die Strablbiischel B, B,
schneiden, projectivisch sein (§ 11, lil.), und, da in
dem Punkte b zwei enteprechende Punkte b,, 6, der-
selben vereiniget sind, 0 werden sie perspectivisch
‘liegea (§. 14,), uiid ferner wird offmbar der Strahl-
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biischel B,, welcher durch ihre Projectienestiailen a,,
b,, ¢, ds,..... gebildet wird, mit jedem der zwei ge-
gebenen Strahlbiischel B, B, projectivisch sein und per-
spectivisch liegen, pimlick B und B,, B, und B, wer
den die Geraden A,, A, zum perspectivischen Durch-
schnitt haben.

f) Werden die Geraden A,, A, insbesondere seo
gelegt, dafs sie mit den Strablen b,; b zausammenfallen,
wie (Fig. 34.), so vereinigen sich, wic man sieht, die
Punkte ¢,, d; mit den Mittelpunkten B, B, der gege-
benen Strahlbiischel, so dafs also in diesem Falle, statt
der entsprechenden Strablen k- und k,, 1 mnd I, die
= entsprechenden Strahlen d ond d,, e und e, aufeinan-
der fallen, und dafs folglich in diesem Falle der Pre-
. jectionspunkt B, der Geraden A,, A,;, der Durchechaitt
derjcnigen zwei Strahlen d, e, ist, deren entsprechends
d,, e.in der Axe BB, der gegebenen Strablbiischel B,
B, vereinigt sind. Da der Punkt B, vermige der Strab-
len d, e, bestimmt ist, so bleibt also der Projections-
punkt der Geraden A, A, der nimliche, man mag dicse
mit welchen zwei entsprechenden Strahlen der gegebe-
nen Strahlbiischel B, B, zusammen fallen lasten, als
man will, also mit b und b,, oder mit a und a,, oder
“mit ¢ und €, W 8, w., 80 dafs folglich die Geraden
ay, €3 fay..... , die durch die Punktenpaarc a, und a,,
¢ und ¢, f; und fas..... geben, in welchen .bei zwei
schief liegenden pro;eclxvnschgn Strablbiischeln B, B, je
zwei entsprechende Strahlenpaare einander wechselsei-
tig schneiden, in eineni und demselben Punkte B, zu-
sammentreffen. o

In den vorstehenden Betrachtangen sind die Be-
weise und Aufldsungen der nachfolgenden Sktze und
Aufgaben enthalten.
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L ,Bel jedem Sechseck L ,Bei jedem Sechseck
B,B, a4, I, B, (Fig. 31.), wel- BaB, ISIB (Fig. 32), welches
ches zwei schief liegende dieNMitielpunkte BB, zwei-
prejectivische Gerade A, er schief liegenden Strahl-
A, und irgend vier Projec- bischel und irgend vier
tionsstrahlen a,b,1, k der- Durchschaitte 6, 5,1, f ent-
selben zu Seciten hat (a), sprechender Strahlem zu
treffen die drei Diagona Scitea hat (a), liegen die
len B,as B,a,, #l,, welche drei Durchschnitte ¢,, B,,

die gegentiber liegenden
Ecken verbinden,in irgend
cinemPunkies, zusammen”

1L ,,Bei zwei schief lie-
genden projectivischenGe-
raden A, A, {Fig. 33) liegen
die Durchschnitte s,, ¢,
fasoreee der verschiedenen
Paar Geraden (ab, und ba,,
$¢, mnd ¢h,, ¢, und ¢a,,.....),
welche je swei Paar ent
sprechende Punkte wech-
selseitig verbiaden, in ei-
mer bestimmten Geraden
A, die nimlich den gege-
benen Geraden A, A, in
denjenigen zwei Punkten
d,¢,, begegnet, deren ent-
sprechende b,, ¢ in ihrem
Purchschnitte vereiniget
sind (b).”

Die Sitze (I.) lassen

8¢ der drei Paar gegeniiber
liegendenSeiten, in irgend
einer Geraden a,”

1L ,,Bei zwei schief lie-
genden projectivischen
Strahlbischeln B, B, (Fig.
34.) treffen die Geraden a,,
cg, f2y durch die ver
schiedenen Punktenpaare
(o, und g, ¢, und ¢,, f, und
fgyoee-)y in welchen je
zwei Paar entsprechende
Strahlen sich wechselsei-
tig schneiden, in einem be-
stimmten Punkte B, zusam-
men, der nimlich mit den
Mittelpunkten B, B, der
Strahlbischel durch die-
jenigen zwei Strahlen d, ¢,
verbunden ist, deren ent-
sprechende d,, e in ihrer
Axe vereiniget sind (8).”

Die

sich auch umkehren.

Sitze (II) entbalten die obigen Sitze (§. 20, IV.) als
besondere Fille, und wie leicht zu sehen, den obigen
Satz des Pappus nebst dessen entsprechenden (§. 23,

IIL.), als Theile in sich.

HI, ,Zwei der Lage nach
und prejectivisch gegebe-
ne Gerade mittelst des Li-
neals allein, schief auf ein-
ander su projiciren;” d. h,:

IIL ,, Zwei der Lage nach
und projectivisch gegebe-
ne Strahlbéschel mittelst
des Lineals allein, schief
auf eimander zu projici-
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2) ,Wenn hei swei inschie-
fer Lage gegebenea pro-
jectivischen Geraden A,A,
eine zur Bestimmung ihrer
projectivischen Beziehuag
hinreichendeZall entspre-
chendePunktenpaare, also
drei Paare, gegeben sind,
so sollen mittelst des Li-
neals allein, andere ent-
sprechende Punkienpaare
gefunden werden, oder so
soll za jedem beliebigen
Punktin der eincnGeraden
der entsprechende in der
anderen Geraden, und na-
mentlich sollen b) dieje-
nigen awei Punkte (b, ¢,),
deren entsprechende im
Durchschnitte der Gera-
den vereiniget sind, c) die
Durchschnitte der Paral
lelstrahlem, und endlich
d) derjenige Projections-
strahl, welcher einem der
drei gegebenen Projecti-
onsstrahlen in irgend ei-
nem gegebenen Punkte be-
gegnet, gefunden wer-
den”

Aufldsung. 1) Sind

ren;” d h: o) ,Wenn bei
swei in schiefer Lage ge-
gebenen projectivischen
Strahlbischela B, B, cine
zar Bestimmung ihrer pro.
jectivischenBezichung hin-
reichende Zahl entspre
chende Strahlenpaare, al.
so drei Pasre,gegeben sind,
so sollen mittelst des Li,
neals allein, andere eat-
sprechende Strahlenpaare
gefunden werden, oder se
soll zu jédem beliebigea
Strahl des einen Strahlbi-
schels der entsprechende
im anderen Strahlbasehel,
und numentlich sollen 3
diejenigen xwei Strahlen
(d, e,), deren entsprechen-
de in der Axe BB, der
Strahlbiiechel vereiniget
sind, und ferner ;) derje-
nige Durchschnitt irgend
tweier entsprechenden
Strahlen, weleher in in
gend einer Geraden liegt,
die durch denDurchschnitt
eines der drei gegebenen
entsprechenden Strahlen-:
poare geht, gefunden wen
den.”

A, A, (Fig. 3l.) die gege-

benen Geraden, und sind a und a,, 6 und 6,, ¢ und
¢, die drei Paar gegebenen entsprechenden Punkte, so
nebme man in einem der drei Projectionsstrahlen a,
b, c, etwa in b, zwei beliebige Punkte B,, B,, ziche
aus ibnen die Strahlenpaare B,a und B,a,, B,¢ und
B,¢,, die sich in den Punkten @,, ¢, ‘schoeiden, und
ziche durch diese Punkte die Gerade A,. Soll nun
a) zu irgend einem Punkte ¢ in der Geraden A der
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entsprechende Punkt r, in der Geraden A, gefunden
werden, 80 ziche man den Strabl B,y, der die Gerade
A, in einem Punkte §, schneiden wird, und ziehe so-
dann -aus B, durch y, einen Sirabl B, r,¢,, so wird die-
ser der Geraden A, in dem gesuchten Punkte r, be-
gegnen. b) Zieht man also die Strablen B,e, B,bd,,
und sodann durch die Punkte ¢,, d,, in welchen sie
di¢ Gerade A, schneiden, die Strablen B,e,¢,, B,0,d,
so miissen diese den gegebenen Geraden A,, A in den-
-jenigen Punkten ¢,, d begegnen, welche den in ibrem
Durchschnitte vereiniglen Punkten ¢, b, entsprechen.
. ¢). Und ziebt man ferner durch B,, B, die Strahlen
q, r den Geraden A, A, parallel, und sodann, durch
die Punkte g,, v, die Strablen B,q,9;, B,r,r, so wer-
den diese den Geraden A,, A in den Durchschnitten
1, ¢ der Parallelstrablen, d. b., in denjenigen Punkten
begegnen, deren entsprcchende q, v, unendlich entfernt
sind. d) Zieht man endlich durch die Punkte £, [,, in
welchen die gegebenen Geraden A, A, von der Gera-
den A, geschnitten werden, die Strahlen B,§, B,(,, so

sind diese' diejenigen Projectionsstrahlen k, 1 (der ge--

gebenen Geraden A, A,), welche dem gegebenen Pro-
jectionsstrable b in den beliebig angenommenen Punk-
ten B,, B, begegnen. 2) Nimmt man die Punkte B,,
B, in den entsprechenden Punkten 6, b, an, wie in
(Fig. 33.), so wird, wie man siebt, die Aufldsung fiir
die Forderuag (b) sehr vereinfacht, indem alsdamn die
Gerade A, selbst durch die gesuchten Punkte ¢, d geht.

* 1) Sind andererseits B, B, (Fig. 32.) die gegebe-
nen Strahlbiischel, und a, b, ¢ und a,, b,, ¢; die drei
gegebenen entsprechenden Strahlenpaare, so ziehe man
durch den Durchschpitt des efnen Paars, etwa durch,
ewei beliebige Gerade A,, A,,. die den - iibrigen gege-
benen Strablen in -den Pankten a,, ¢,; a,, ¢; begegnen,

[ —
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und verbinde diese Punkte paarweise durch die: Straki-
len a,, ¢,, die sich in irgend einem Punkte B, schnef-
den werden. * Soll nun &) zu irgend einem Strahl x des -
Strahlbtischels B der entsprechende Strahl x, im andes
ren Strahlbiischel B, gefunden werden, so verbinde
man den Punkt p,, in welchemn x der Geraden A, be
gegnet, mit dem Puonkte B, _durcb einen Strabl x,, der
die Gerade A, in einem Punkte y, schneiden wird, so
wird alsdanun B,y, der gesuchte Strahlx, sein. ) Zieht
man also die Axe BB,, verbindet die Durchschnitte e,,
d, mit B, durch die Strablen e,, d;, die den Geraden
A,, A, in ¢,, b, begegnen, und zieht sodann die Strah-
len B,e,, Bd,, oder e, d, so sind diese diejenigen
Strahlen, deren entsprechende e, d, in der Axe BB,
vereiniget sind. - ) Zieht man endlich aus B, B, durch
B, die Strahlen k, },, die den Geraden A,, A, in den
Punkten £,  begegnen, 50 sind diese diejenigen Durch-
schnitte entsprechender Strablen (k und k,, 1 und I;,
dér gegebenen Strahlbiischel B, B,), welche in den,
durch den Durchschnitt b des gegebenen Strahlenpaars
b,b, beliebig gezogenen Geraden A,, A, liegen:. 2) Fiir
die Forderung (f) wird die Auflosung vereinfacht
weénn man ‘die entsprechenden Strahlen b, b, selbst,
statt der Geraden A,;, A, nimmt, wie in (Fig. 34.), in-
dem' alsdann die gesuchten Strahlen d, e, durch den
Punkt B, geben.

IV. ,Wenn bei zwei schiefliegenden pro!
jectivischen Gebilden B, A (d 'h. ein Strahlbtis
schel B und eine Gerade A, siehe §. 6, L) drei ent-
sprechende Elemcntenpaare gegeben sind, so
soll man mittelst des Lineals allein, zu irgend,
einem Element des einen Gebildes, das ent-
sprechende Element des anderen Gebildes
finden” e
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. Diese Aufgabe ksan leicht auf cine der vorigen
Aufgaben (lIL) gebracht werden. Denn schneidet man
den Strablbéischel B durch irgend eine Gerade A,, so
ist dicse mit der gegebenen Geraden A projectivisch,
und die Aufgabe ist alsdann auf die obige (III. links)
gebracht. Oder man beziebe irgend einen Strahlbfischel
B, auf die gegebene Gerade A, 30 wird derselbe mit
dem Strablblischel B projectivisch sein, und die Auf-
gabe ist alsdann auf die obige (IIL rechts) gebracht.

25. Aus den vorigen Betrachtungen (§. 24.) sind
nur dicjenigen Sitze und Aufgaben herausgehoben wor-
den, die fur spitere Untersuchungen unumginglich er-
forderlich sind. [Es hitten noch mehr Sitze und Auf-
gaben an dieselben angeschlossen werden konnen. Fer-
mer wirden andere Verbindungen der betrachteten pro-
jectivischen Gebilde noch viele interessante Resultate
licfern, wenn nicht dieses Kapitel schon eine zu grofse
Ausdehnung erlangt hitte. ’

Zum Schlusse dieses Kapitels soll nur nodn die
folgende bekannte Aufgabe gelost werden.

»Wenn in einer Ebene zwei beliebige
gleichnamige Vielecke gegeben sind, ein drit-
tes zu beschreiben, welches dem einen um-
schrieben und dem anderen eingeschrieben
jst.” Oder: ,Ein Vieleck zu beschreiben, des-
sen Seiten der Reihe nach durch gegebene
Punkte gehen, und dessen Ecken der Reihe
nach in gegebenen Geraden liegen.”

Auflosung. Diese anscheinend schwere Aufgabe
wird leicht auf die obige (§. 17.) gebracht, so dafs sie,
sobald in der Ebene irgend ein, Kreis gegeben ist, so-
fort mittelst des Lineals gelost werden kanm; nimlich
wie folgt.

Es seien z. B. irgend vier Gerade A, A,, A,,A,
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(Fig. 35.) und irgend vier Pankte B, B,, B,, B, gege- °
ben, so soll also ein Viereck beschricben werdes, des-
sen Ecken, in bestimmter Ordoung genommen, in jemen
Geraden liegen und dessen Seiten, nach bestimmter
Ordnung, durch jene Punkte gehen. *

‘Werden die Punkte B, B,, B,, B, nach der Reihe
als Projectionspunkte der Geradenpaare A und A,, A,
und A,, Ayund A,, A; und A, angenommen, wo nkm-~
lich A, eine mit A vereinigte finfte Gerade ist, so
sind alsdann alle Gerade unter cinander projectivisch,
also auch Aund A, (§. 11, Iil.), und zwar so, dals zu
irgend einem Pankte a in der ersten Geraden A, blofs
durch Zieben der Strablen a, a,, a,, a, die entsprechen~
den Punkte a,, a,, a5, 6, in den iibrigen Geraden nach
der Reibe gefunden werden. Nun verlangt die Aul-
gabe offenbar nichts anderes, als man solle den ersten
Punkt a so apnebmen, dafs der letzte e, mit ibm zu-
sammentreffe. Es fallen aber bei zwei aufeinander
gelegten projectivischen Geraden A, A,, im Aligemeinen
nur hochstens zwei Paar entsprechende Punkte aufein-
ander (§. 16, IL), folglich sind im Allgeméinen
auch nur zwei Vierccke moglich, die der Auf-
gabe gentigen. Somit ist also die Aulfgabe auf die
obige (§. 17.) gebracht, weil hiernach die genannten
Vierecke gefunden sind, sobald man die vereinigten
entsprechenden Punktenpaare (e und ¢,, £ und ¢,) der
Geraden A, A, kennt. U diese Punktenpaare finden
zu konnen, ist aber nur noéthig zu irgend drei beliebi-
gen Punkten a, b, ¢ in der Geraden A die entspre-
chenden Punkte a,,6,, ¢, in der Geraden A,, nach
der vorbin angegebenen Art, zu suchen.

Man konnte die Aufgabe auch so losen, dafs man
slatt der fiinften Geraden A, ein fiinftes, etwa mit B
concentrisches, Strahlbiischel B, zu Hiilfe nibme; in-.
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dessen wire die Aufilsung micht so bequem, wie die
vorstehende.

Es ist klar, dafs die ‘Aufldsung sich ganz Sbalich
bleibt, das. zu beschreibende Vieleck mag so viele Seiten
haben, als man will, und dafs die Aufgabe, im Alige:
gemeinen, nur zwei Aufldsungen zulasse. Wenn aber
die Bangordnang der gegebenen Punkte (B, B,, B,,.....)
und Geraden (A, A,, A,,.....) nicht festgesetat ist, dann
jst die Zahl der Auflsungen viel grdfser, und ver-
mebrt sich mit der Seitenzahl des Vielecks; so z. B.
wiirden bei dem vorhin betrathteten Fall, wo die za
bescbreibende Figur nor ein: Viereck war, 576 Aul-
Josungen statt finden *).

Die' Aufgabe umfafst eine grofse Menge besande-
rer Fille, deren Besonderheit z. B. darin besteht, dafs
die gegebenem Pankte theilweise in Geraden liegen,
oder die gegebenen Geraden theilweise durch dieselben
Punkte geben, oder dafs die gegebenen Punkte oder
. Geraden theilweise aufeinander fallen; u. s. w. Die
Aaflisang aller dieser Fille ist leicht aus der vorste-

henden Auflisung zu entnehmen.
. _Die

*) Es wurde schon oben (§. 19.) erwihnt, dals durch n Punkte
in einer Ebene 8.4.5.....n verschiedene einfache n Ecke be-
stimmt werden, Man iiberzeugt sich daven wie folgt.. Die Punkte
lassen sich offenbar so oft in anderer Ordnung verbinden, als n
Elemente sich versetzen lassen, also 1.2.3.....n Mal. Allein je
gwei Verbindungen, die einander gerade entgegengesetzt sind, d. h.,
wo die l\angordnung der Punkte gerade umgekehrt ist, sind offen-
bar nicht zwei verschiedene, sondern nur ein, und das-
sclbe n Eck (z B. bei fiinf Punkten ist ABCDE und EDCBA
ein und dasselbe Fiinfeck), ‘daber ist such die Zahl der verschie-
denen n Ecke nur halb so gtofs als die Zahl der gennnun Ver-
setzungen. .

Wenn nun, in Bezlehung auf die oben stebende Aufgabo die
Seiten eines (einfachen) n Ecks durch n g&gebene Punkte B, B,,
BeyeseesBo, gehem sollen, so sind dabei offenbar ebenfalls

~
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Die obige Aufgabe wurde zuerst von den Mathe-
matikern Servois, Gergonne und Lhuilier geloset,
im Il. Bde. der Annales de Mathématiques, Die vor-
stehende Anflosung ist vermige des Umstandes: ,dafs
sie nur im Zichen gerader Linien zwischea
gegebenen Punktenpaaren besteht, sobald in
der Ebene irgend ein Kreis gegeben ist;” un-
ter allen wir bekannten Aufldsungen die einfachste und
leichteste.

Zweites Kapitel

Von projectivischen Geraden, ebenen Strahlbi-
scheln und Ebenenbiischeln im Raume,

Ein Ebenenbiischel verbunden mit Geraden uad ebe-
’ nen Strahlbéscheln.

26. In dem vorhergehenden Kapitel war der Ort
der Gebilde, die betrachtet wurden, ausdriicklich.auf
eine Ebene beschriinkt. Es bleibt demnach noch tibrig
diese Gebilde; nimlich projectivische Gerade und

3.4.5..... n verschiedene Rangordnungen mdglich. Nun bleibt
bei jedem von diesen 3.4.5....n verschiedenen n Ecken noch die
Rangordnung frei, nach welcher die Ecken desselben in den ge-
gebenen Geraden A, A, A,, ....An—1 liegen. Die Zahl dieser
Ordnungen ist aber offenbar der Versetzungszahl fir n Elemente
(etwa fiir n Personen g, @, ..... aufn Plitzen A, A,,..... ) gleich,
also = 1.2.3.....n. Da endlich, zufolge der oben stchenden
Auflésung, fir eine bestimmte Rangordoung der Punkte B, B,
 ; JR und der Geraden A, A, A,,..... , im Allgemeinen,
zwei_Aufldsungen statt finden, so ist folglich, wenn die Rangord-
nung weder der gegebenen Punkte B, B,,..... Bo—1, noch der

gegebenen Geraden A, A,,..... An—s festgesetzt ist, die Zahl
aller Aoflisungen im Allgemeinen

3.4.5.....n%1,2.8.4.....n X2=1%.22.3%.48..... n®.
|
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ebene Strahlbiischel, in solcher Lage zu untersu~
chen, wo sie micht mebr in einer und derselben Ebene
liegen. Zu diesem Ende ist es zweckmifsig, und wie
sich zeigen wird, der Natur der Sache angemessen, das
dritte Gebilde, nimlich den Ebenenbiischel (§.1,IIL),
mit jenen zugleich zu betrachten.

Bei den folgenden Betrachtungen lassen sich die
Gebilde und ibre verschiedenen Verbindungen, weil
sie nicht mehr in ciner Ebene liegen, nicht leicht durch
Zeichnungen (Figuren) vorstellig machen; dieses ist aber
auch nicht nothig, weil durch zweckmifsige Benennun-
gen das Festhalten der Zusammenstellungen der zu be-
trachtenden Gebilde erleichtert wird. Ueberhaupt sind

" stereometrische Betrachtungen, meiner Meinung nach,
nur dann richtig aufgefafst, wenn sie rein, ohne alle
Versinnlichungsmittel / nur durch die innere Vorstel-
lungskraft angeschaut werden. VWenigstens ist dieses
fir die synthetische Betrachtungsweise erforderlich, und
vorzugsweise fiir Denjenigen, der darin erfinderisch zu
‘Werke gehen will; denn nur auf diesem Wege kann
er seinen Gegenstand selbst gewibren lassen, kann er
den ganzen Umfang der Eigenschaften einer Figuren-
Verbindung in allen ihren einzelnen Fillen und nach
allen ihren Grenzen hin leicht und richtig durchschauen,
und alle diese Fille zusammen als ein in einander
fliefsendes oder aus sich selber heraustretendes Ganzes
erkennen. Wenn auch im Anfange diese freie Vorstel-
lung einige Miihe macht, so wird man doch bald eine
gewisse Fertigkeit darin erlangen, und sich dann fiir
die Uberstandene Anstrengung hinlinglich entschidiget
finden. Wer bemiiht wire durch andere Mittel diese
Anstrengung zu umgehen, der diirftc nicht wohl thun,
indem er das Vorstellungsvermigen, statt gesund, krit-

1
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tig und lebensthitig zu machen, dasselbe vielmebr in
dunkler, schwerfilliger Auffassung erbalten wiirde.

Da die folgenden Betrachtungen mit denen im vo-
rigen Kapitel grofse Uebereinstimmung baben, ja da
sie grofsentheils durch die letzteren vorbereitet sind,
oder sich auf dieselben stiitzen, so werde ich mich da-
bei kiirzer fassen diirfen und nur ndthig haben, die
Entwickelung so weit zu verfolgen, bis sie auf frithere
Betrachtungen gebracht, oder bis die weitere Ustersu-
chung durch ein mit dem frilhern ganz iibereinstimmen-
des Verfahren, zu Ende gefohrt werden kann,

27. Nach der oben (§. 1, lIL.) gegebenen Erkli-
rung besteht ein Ebenenbiischel aus der unzibligen
Menge von Ebenen, welche durch eine und dieselbe
Gerade, Axe genannt, gehen. Die Axe eines solchen
beliebigen Ebenenbtischels - soll durch U bezeichnet
werden, und wenn von den Ebenen desselben einzelne
nambhaft gemacht werden sollen, so mdgen - sie a, f,
¥y Oy eeene heifsen.

I. Denktman sich im Raume irgend einen Ebenen-
biischel Y. und irgend eine Gerade A und bezieht beide
auf einander, so findet man:

1) Dafs im Allgemeinen durch jeden Punkt der ‘Ge-
raden A eine Ebene des Ebenenbiischels 9 geht.
Jeder Punkt und die durch ibn gehende Ebene
sollen entsprechend heifsen, und zwar. sollen
die den Punkten a, b, ¢, d,..... entsprechenden
Ebenen nach der Reibe durch «, 8, 7, 4, ....." be-
zeichnet werden. Nur eine Ebene ist mit der
Geraden A parallel, oder geht nach ihrem: unend-
lich entfernten Punkte; sie heifse die Parallel-
ebene (§. 2.). -

2) Insbesondere kann die: Geradae A lnremd solche
Lage iibergehen, dafs sie dxe Axe 9 des Ebenen-

7 *
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biischels schneidet, dann licgt sie in ciner Ebene
des letzteren, und schneidet alle iibrigen Ebenen
in einem und demselben Punkte, der namlich der
Durchschuitt der Geraden A und ¥ ist. Darun-
ter ist auch der besondere Fall mitbegriffen, wo
die Gerade A der Axe ¥ parallel, d. b., nach
jhrem unendlich entfernten Punkte gerichtet ist.
IL. Denkt man sich mit dem Ebenenbiischel ¥ zu-
gleich irgend eine andere Ebene B, so finden zwischen
ihnen folgende Bezichungen statt:

1) Ibr gegenseitiger Durchschnitt ist ein ebener
Strahlbiischel, d. h., die Durchschnittslinien, in
welchen alle Ebenen des Ebenenbiischels 9 die
- besondere Ebene B schneiden, bilden zusammen
. einen Strablbiischel B in dieser Ebene, dessen Mit-
telpunkt der Durchschnitt der Ebene B und der
Axe Y ist. Die Strahlen, oder die Durchschnitts-
linien, durch welche die einzelnen Ebenen a, g,
#s 8yeee.. gehen, sollen nach der Reibe durch
a, b,c,d,.....bezeichnet werden, und jeder Strahl
und die durch ihn gehende Ebene sollen ent-
sprechend heifsen.

2) Die Ebene B kann insbesondere ibre Lage so
verindern, dals sie der Axe Y parallel wird:
dann entfernt sich der Mittelpunkt des ebenen
Strahlbiischels B ins Unendliche, und alle Strah-
len desselben werden parallel, nimlich der Axe
9 parallel. Nihert sich in diesem Falle fermer
die Ebene B der ibr parallelen Axe ¥, bis sie
endlich diese in sich aufnimmt, so wird sie
mit irgend einer Ebene des Ebenenbitschels
zusammenfallen, und mit allen @Gbrigen Ebenen
die Axe Y zum gemeinscha filicken Durchchnitt
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haben, so dafs also der Strahlbischel B sich auf
diese Axe reduzirt.

3) Endlich kann dic Ebene B auch eine solche be-
sondere Lage haben, dafs sie zu der Axe ¥ senk-
recht ist: dann werden durch die Winkel im
Strahlbiischel B die Flichenwinkel im Ebenenbi-
schel Y dargestellt, d. h., der Winkel, welchen
irgend zwei Strahlen des ersteren einschliefsen,
ist dem Flichenwinkel der ihnen entsprechenden
Ebenen gleich, so dafs also z. B. Winkel (ab)
= (af), (ac) = (ey), (bo) - @B7)s ey wenn
nimlich der Winkel, den zwei Ebenen, etwa

@, § einschliefsen, durch (/) bezeichnet wird.
III. Hat man auf die vorstehende Art ¢ine Gerade
A (I.) oder ecinen ebenen Strahlbiischel B (II.) auf einen
Ebenenbiischel % bezogen, so sollen die jedesmaligen
zwei Gebilde A und ¥, oder B und ¥ ,projecti-
visch” heifsen, nimlich in Ansebung der entsprechenden -
Elementenpaare aund «, bund 8, ¢ und 7, ....., oder a
und o, bund 8, cund y,..... Befinden sich die Ge-
bilde in solcher Lage, dafs die Punkte a, b, ¢, ....
oder die Strablen a, b, c,..... in den ibnen entspre-
chenden Ebenen «, g8, 7,..... liegen, wie bei vorste-
henden Betrachtungen, so soll gesagt werden, sie seien
oder sie liegen ,perspectivisch,” und wenn dieses
picht der Fall ist, so soll ibre Lage ,schief” heifsen.
1V. Der Ebenenbiischel ¥ kann sich inshbesondere
sb verindern, dals seine Axe Y sich ins Unendliche
entfernt, s0 dafs alle Ebenen ¢, 3, 7, ..... desselben
unter sich parallel werden. Daber kann man umgekehrt
irgend ein System vonParallelebenen als einen Ebenen-
biischel betrachten, dessen Axe unendlich entfernt ist.
Bei einem solchen Ebenenbiischel wird irgend eine

.
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schméidende Ebene B cinen cbenet Strahlblischel her-
vorbringen (IL), dessen Strahlen ebenfalls parallel sind.

28. Die Geraden und die ebenen Strahlbiischel,
welche mit einem und demselben Ebenenbiischel
perspectivisch sind (§. 27.), baben unter einander fol-
" gende Bezichungen:

Je zwei ebene Strahlbiischel B, B, die in demsel-
ben Ebenenbiischel % liegen, d. b., die entstehen, wenn
Ietzterer vom irgend zwei Ebenen B, B, geschniiten
wird, ‘sind in Betracht der Strablenpaare a und a,, b

and b, cund ¢, ..... , die beziehlich in den Ebenen
& By 7. des Ebenenbiischels % liegen, projectivisch,

und 2zwar kann man sagen sie liegen perspectivisch.
Denn wird die Durchschnittslinie der beiden Ebenen
B, B, durch A bezeichnet, 80 werden, wie sich aus
der Anschanung ergiebt, alle Strablenpaare a und a,,
bund b,, cundc,, ..... der Strahlbiischel B und B,,
gich auf der Geraden A schneiden, und heifsen diese
Durchschmittspunkte, wie gehorig, a, b, ¢, ..... , 80 sind
einerseits B und A in Apsehung der Elemente a, b,
¢,.....und a, B,¢,..... und andererseits B, und A in
Ansehung der Elemente a,; b,, c,, ..... und q,b,¢,.....

projectivisch (§. 2.), folglich sind auch B und B, in .

Hinsicht der Elemente a, b, c,..... und ay, by, ¢y, .....
projectivisch, und zwar, da die Durchschritte der ent-
sprechenden Strahlen auf eimer Geraden, nilich auf
K, liegen; §o soll ibre Lage, obgleich sie sich micht
i’ ‘einer ‘Ebene ‘befinden, perspectivisch heifsen,
d'nd jene Gerade A soll ibr perspectivischer Durch-
schnitt' und die Axe % des Ebenenbiischels ihre Pro-
.jectionsaxe genannt werden.. Wird also von zwei
projectivischén ebenen Strahlbiischeln, die in einer
Ebeéne peripectivisch liegen, wie ‘etwa B, B, (Fig. 10,
dér eine wn den perspectivischen Durchschnitt A her-
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umbewegt, so bleiben die Strahlbtischel fortwkhrend
perspectivisch, und liegen, sobald sie sich nicht mehr in
einer Ebene befinden, in. einem Ebenenbiischel ¥, wel-
cher durch sie bestimmt: wird.

_Wenn insbesondere die Ebenen B, B, der Axe
des Ebenenbiischels in einem und demselben Punkte
begegnen, so dafs also die ebenen Strahlliischel B, B,
concentrisch sind, so geht auch der perspectivische
Durchschnitt A durch ijbren gemeinschaftlichen Mittel-
punkt, und zwar sind in ihm (in A) zwei entsprechends
Strahlen vereiniget. Und also auch umgekehrt: Wer-
den zwei projectivische ebene Strahlbtischel B, B, be-
liebig concentrisch gelegt, ohne dafs sie in einer Ebene
liegen, aber dafs zwei entsprechende Strahlen zusam-
menfallsn, so sind sie perspectivisch, n&mlich sie liegen
in einem und demselben Ebenenbftischel A, der durch
sie bestimmt wird, und der gemeinschaftliche Strahl
ist als ihr perspectivischer Durschschnitt anzasehen.

Non folgt ferner, dafs irgend ein ebener Strahl-
biischel B und irgend eine Gerade A (die nicht in der
Ebene B liegt), die in demselben Ebenenbiischel % lie-

“gen, in Ansebung der Elemente a, b, c,d,..... und
a, b,c,d, ..... projectivisch sind, ‘Denn demkt man
sich irgend eine Ebene B, durch A, so bringt sie (im
Ebenenbitschel %) einen ebenen Strahlbiischel B, hervor,
der, wie man sieht, mit A in Ansebung der Elemente
a,b;, ¢..... und a,b,¢,..... projectivisch ist, und
da er, zofolge vorstehender Betrachtung, auch mit R
projectivisch ist, so sind folglich auch'B und A proyw
tivisch (§. 11, IL.), wie behauptet worden.

Daber gind ferner je zwei Gerade A, A, dne in
demselben - Ebenenbiischel % liegen, in Ansehung dex
entsprechenden Puikte a, b, ¢, ..... ‘und @y, b, ¢ .....
pro;eouvnsch Denn sie sind beide mit dem ebenen



404 Proj. Gerade, cbhene Strahlb. w. Ebemenbiischel. 28.

Strabibischel R, mithin auch umter sich projectivisch.
Schneiden die Geraden A, A, einander, so sind sie

perspectivisch, nimlich ihr Projectionspunkt liegt in
der Axe des Ebenenbiischels ¥, er ist der Durchschnitt
dieser Axe und der Ebene, in welcher alsdann die Ge-
raden liegen.

Das Ergebnifs der vorstchenden Betrachtungen be-
steht also in folgenden Eigenschaften:

L ,Je zwei ebene Strablbiischel B, B,, die
in einem und demselben Ebenenbiischel ¥ lie-
gen, sind perepectivisch, und zwar ist der
Durchschnitt ihrer Ebenen ihr perspectivi-
scher Durchschnitt.” Und umgekebrt: ,Haben
zwei projectivische ebene Strahlbischel B, B,
_einen perspectivischen Durchschnitt A, d. b,
sind sie perspectivisch, so liegen sie in einem
Ebenenbiischel %, der durch sie bestimmt
wird, oder insbesondere in einer Ebene; wird
nimlich der eine um A herumbewegt, so blei-
ben sie stets in irgend einem Ebenenbiischel,
und fallen endlich die Ebenen beider Strahl-
btischel aufeinander, so vereinigen sich alle
Ebenen des Ebenenbiischels mit ihnen.” ,Lie-
gen die Strahlbiischel B, B, im Ebenenbiischel
% insbesondere concentrisch, so sind im per-
_ spectivischen Durchschnitt A, der dann durch

den gemeinschaftlichen Mittelpunkt geht, zwei
entsprechende Strahlen vereiniget; und um-
gekehrt, sind bei zwei projectivischen ebenen
Strahlbtischeln B, B,, die nicht in einerlei
Ebene liegen, die Mittelpunkte und zwei ent-
sprechende Strahlen vereiniget, so liegen sie
in einem Ebenenbiischel 9, dessen Axe % na-
tiirlicherweise durch den gemeinsamen Mit-

\
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telpunkt geht, und der gemeinschaftliche
Strahl ist als perspectivischer Durchschnitt
der Strahlbtischel anzusehen.”

Il. ,Jede Gerade A und jeder ebene Strabkl-
biischel B, die in einem und demselben Ebe-
nenbtischel ¥ liegen, sind projectivisch.”

I ,Je zwei Gerade A, A,, die in einem
und demselben Ebenenbtischel % liegen, sind
projectivisch, und wenn sie sich schneiden, so
sind sie perspectivisch, und ibr Projections-
punkt liegt in der Axe ¥ des Ebenenbtischels”
. In Hinsicht dhnlicher Geraden und in Hinsicht glei-

cher ebener Strablblischel finden insbesondere folgende
Eigenschaften statt:

IV. ,Alle Geraden, die in demselben Ebe-
nenbtischel A liegen und mit einer und der-
selben Ebene desselben parallel gehen, sind
projectivisch &hnlich.” Und umgekehrt: ,Alle
Geraden, die in demselben Ebenenbiischel lie-
gen und #hnlich sind, sind mit einer und der-
selben Ebene desselben parallel” Denn da
jede Ebene des Ebenenbiischels durch entsprechende
Punkte der Geraden geht, 50 werden, da die Geraden
mit derselben Ebene parallel sind, ibre unendlich ent-
fernten Punkte sich entsprechen (§. 27, 1.), und daher
Yolgt ibre Aehnlichkeit (§. 13, I, a.). Wenn insbeson-
dere der Ebenenbiischel ¥ aus Parallelebenen besteht,
wenn seine Axe unendlich entfernt ist (§.27,1V.), so sind
alle Geraden, die in einem solchen Ebenenbiischel liegen,
projectivisch dhnlich, und diejenigen Geraden, die
unter gleichen Winkeln za den Ebenen geneigt sind,
sind projectivisch gleich.

V. ,Ebene Strahlbiischel, die in demselben
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Ebenenbtischel liegen, sind projectivisch 3hn-
lich, wenn entweder
1) ibre Ebenen parallel sind, oder
2) wenn diecjenige Ebene, welche den darch
die Ebenen der Strahlbiaschel gebildeten
Flachenwinkel hilftet, za der Axe ¥ des
Ebenenbfischels senkrecht ist;
und apch umgekehrt.” Die Wabrheit dieses Satzes
jst leicht zu erweisen, nimlich im ersten Falle (1.)
sind effenbar je zwei entsprechende Strahlen der Strahl-
btschel parallel, und folglich je zwei entsprechende
‘Winkel gleich, u. 8. w.

29. Da die Flichenwinkel des Ebenenbiischels %
darch irgend einen ebenen Strablbiischel By, dessenEbene
zu der Axe 9 desselben senkrecht ist, dargestellt wer-
den (§. 27, II, 3.), und da dieser Strahlbiischel B, mit
jedem anderen Strahlbiischel B, oder mit jeder Gera-
_den A, die in dem Ebenenbischel ¥ liegt, projecti-
visch ist (§. 28.), so hat man zwischen irgend viermal
drei entsprechenden Elementen der drei’ projectivischen
Gebilde %, B, A, etwd zwischen «, 8, 7, J; a, b, ¢, d;
a, 6, ¢, b folgende Bedingungen (§. 4 und §.10.):
sin (@) sin («d) sm_(f_c_) . sm(ad) ac ad
sin (87) ° sin (89) sm(bc) * sin(bd) 1)
sin (af) . sin (ad) sm(ab) _ sin(ad) ad
sin(yB) * sin (y9) sm(cb) * sin(cd) =0’ EB’
gin (¢f) = sin(ay) _ sin(ab) sin(ac) _ ab ac
sin(df3) " sin(dy) sin(dh) - sin(dc) bb ¢
Und umgekehrt:

IL ,Sind die Elemente zweier Gebilde 9[
und B, oder % und A, so einander entspre-
chend angenommen, dafs zwischen je vier Ele-
mentenpaaren (bei gleicher Aufeinanderfolge

"L
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der Elemente in den jedesmaligen zwei Ge-
bilden (§ 6, ) oder (§. 10.)) gleiche Doppel-
verhiltnisse statt finden, wie die vorstehen-
den, 8o sind die Gebilde projectivisch.” -

Daher folgt ferner.

IIL ,Dafs das ganze Systém der entspre-
chenden Elementenpaare zweier projectivi-
schen Gebilde % und B, oder 9 und B bestimmt
sci, sobald drei Paare gegeben sind (§. 6, a.);
und dafs, um eine projectivische Beziehung
zwischen den Gebilden zu bestimmen, drei
entsprechende Elementenpaare beliebig ge-
wihlt werden diirfen (§. 6, £.).”

Sollen, wenn bei % und B, oder bei % und A drei
Paar cntsprechende Elemente gegeben sind, andere ent-
sprechende Elemente gefunden werden, so ist die Auf-
gabe leicht auf die obige (§. 6.) oder (§. 24, IIL.) zu-
riickzufiihren. Denn welche gegenseitige Lage die Ge-
bilde auch haben mogen, so darf man nur einen ebenen
Strablbiischel B, oder eine Gerade A, annehmen, die
mit dem Ebenenbfischel ¥ perspectivisch sind, und so-
fort zwischen B, oder A, und den gegebenen Gebilden
B oder A die entsprechende Aufgabe lfen.

IV. ,Liegen zwei projectivische Gebilde %
und B, oder % und A so, dafs irgend drei Paar
entsprechendeElemente zusammentreffen, d.h,
dafs drei Strahlen von B, oder drei Punkte
von A in den ihnen entsprechenden drei Ebe-
nen von Y liegen, so liegen die jedesmaligen
zwei Gebilde perspectivisch (§ 27.), so dafs
je zwei entsprechende Elemente zusammen-
treffen.”

V. ,Befinden sich zwei V. ,Befinden sich zwei
projectivische Gebilde ¥ projectivische Gebilde ¥
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nad A in beliebiger schie
fer Lage, so treffen entwe-
der zwei, oder ein, oder
kein Paar entsprechende
Elemente derselben zusam-
men, nimlich gerade so,
wie bei denGebilden Bund
A (5. 16, IV.), oder wie bei
zwei aufeinander gelegten
. projectivischen Geradea A,
A, (§. 16, IL).! Demn denkt
man sich mit der gegebenen Ge-
raden A cine andere Gerade A,
* yereiniget, die mit dem Ebenen-
biischel A perspectivisch ist, so
sind A und A, projectivisch,
woraus sofort die Richtigkeit der
Aussage folgt. Die vereinigten
entsprechenden  Elementenpaare
der Gebilde %, A werden dem-
zufolze nach (§. 17.) gefanden.

und B in schiefer Lage, und
liegt der Mittelpunkt B ia
der Axe %, 5o fallen entwe-
der zwei, oder ein, oder
kein Paar entsprechende
Elemente derselben aufein-
ander, nimlich gerade seo,
wie bei zwei projectivi-
schen ebenen Strablbi
scheln B, B,, die in einer
Ebene concentrisch liegen
(§.16,1L)." Denn denkt man
sich in der Ebene des gegebenen
Strahlbischels B einen anderenB,,’
welcher mit ihm concentrisch und -
mit ¥ perspectivisch ist, so sind
B und B, projectivisch, woraus
sofort die genannten Eigenschaf-
ten folgen. Die vereinigten ent-
sprechenden Elementenpaare der
Gebilde X, B werden demzufolge
nach (§. 17.) gefunden.

Mit Riicksicht auf (§. 8.) und (§. 12, IL) folgt ins-
besondere ferner (§. 28, I, II, IIL):

VI ,Schneiden irgend vier Ebenen des

Ebenenbiishels ¥, etwa die Ebenen ¢, 8,7, J, ent-
‘weder irgend eine Gerade A in vier harmoni-
schen Punkten a,6,¢,d, oder irgend eine Ebene
B in vier harmonischen Strahlen a, b, ¢, d, s0
schneiden sie auch jede andere Gerade A, in
vier harmonischen Punkten g,, §,, ¢, d,, und
jede andere Ebene B, in vier harmonischen
Strahlen a,, by, ¢, d,.”

Unter diesen Umstinden sollen die vier Ebenen
@ f, 7,0 Jharmonische Ebenen” heifsen, und zwar
sollen auf dieselbe Weise wie bei harmonischen Punk-
ten und harmonischen Strahlen (§. 8, L), je zwei nicht
pacheinander folgende Ebenen ,zugeordnete har-
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monische Ebenen” heifsen. Alsdann lassen sich fast
alle Eigenschaflen, die daselbst (§. 8.) von vier barmo-
nischen Strahlen entwickelt wurden, wortlich auf vier
barmonische Ebenen «, £, 7, 8 iibertragen. Ferner sind
die letzten Sitze in (§. 12, Il) zu tberiragen, nimlich
wie folgt:

VIL ,,Sind in einem Ebenenbtischel % vier
harmonische Ebenen, und in einer Geraden A
vier harmonische Punkte, oder in einem ebe-
nen Strahlbtischel B vier harmonische Strah-
len gegeben, so sind die Gebilde % und A, oder
A und B in Ansehung der gegebenen Elemente,
auf acht verschiedene Arten projectivisch,
nimlich man kann jedes Paar zugeordnete har-
monische Elemente des einen Gebildes, so-
wohl als dem einen oder dem anderen Paar
zugeordneten harmonischen Elcmenten des
anderen Gebildes entsprechend annehmen.”

Es folgt weiter:

VIIL ,Werden drei Ebe-

nen (¢, B, ) eines Ebenen-
bischels ¥ durch irgend

VIIL. ,Gehen durch drei
gegebenePunkte a,b,ceiner
Geraden A drei Ebenen

eine Gerade A, oder durch
-irgend eine Ebene B ge-
schnitten, so ist der Ort
desjenigen Punktes d oder
Strahles d, der zu den
drei Durchachnittspunkten
(8, 6,¢) oder Durchschnitts
strahlen (a, b, ¢), der vierte
harmonische Punkt oder
Strahl ist, eine bestimmte
vierte Ebene 3 des Ebenen-
bischels %, nimlich die
vierte harmonische Ebene
2u den drei gegebenenEbe-
aen”

(a, 8,7) eines Ebenenbi-
schels % oder drei Strah-
len (a, b, c) eines ebenem
Strahlbischels B, so geht
die zu den drei Ebenen ge-
horige vierte harmenische
Ebene &, oder der zu den
drei Strahlen gehdrige
vierte harmonische Strahl
d, durch einen bestimmten
vierten Punkt d der Gera
den A, nimlich durch dea
vierten harmonischen
Punkt zu den drei gegebe.
nen Punkten”
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Aus diesen letzteren Sitzen, verbunden mit (§.20, .

IV.), folgt ferner:

IX.,Sind o, 8,7 irgend drei
Ebenen eines Ebenenbi-
schels %, und man nimmt
in der einen, etwa in g, ir-
gend einenPunkt b an, zieht
aus ihm zwei beliebige Ge-
rade A, A,, die den zwei
@ibrigen Ebenen «, y in den
Punktenpaaren @ und ¢, a,
und ¢, begegnen werden,
und verbindet diese Punk-
tenpaare wechselseitig

durch Gerade (ac,, ca,), so’

ist der Ort des Durch-
schnitts d der letzteren ei-
ne bestimmte vierte Ebene
d des Ebenenbiischels, die
nimlich zu jenen drei Ebe-
nen die vierte, und zwar
der # zugeordnete, harmo-
nische Ebene ist.”

IX. ,Sind 4,b,¢ irgend drei
Punkte einer Geraden A,
und man legt durch den ei-
nen, etwa durch §, irgend
eine Ebene 5, nimmt in die-

ser zwei beliebige Gerade:

A, A, an, die mit den zwei
iibrigen Punkten @, ¢ die
Ebenenpaare « und 7, «, und
7, bestimmen, und legt
durch die zwei Durch-
schanittslinien, in denen
diese Ebenenpaare sich
wechselseitig (ay,, 7¢,)

schneiden, eine Ebene, so
geht diese stets durch ei-,

nen bestimmten vierten
Punkt b der Geraden A, der
zu @,b,¢ der vierte, und
zwar dem b zugeordnete,
harmonische Punkt ist.”

Aus diesen Sitzen folgert man nach Carnot

weiter:

X ,Haben irgend zwei
dreiseitige Pyramiden ba
#,8., bee,c,, einen gemein-
schaftlichen Kérperwinkel
b, so finden zwischen ihren
@ibrigen Elementen fol-

- gende Umstinde statt: hei-

fsen die Ebenen, in
denen die Grundflichen
.l,ﬂ,. (C,Cz liegﬁn, oy ¥s
heifst der durch diese be-
stimmte Ebenenbéischel %,
und die durch die Spitze b
gehende Ebene des letzte
ren B, 80 werden die Durch-
schunittspunkie der Diago-

X. ,Haben irgend swei
dreiseitige Pyramiden pea
aa;, B77,7 eine gemein-
schaftliche Grundfliehe g,
so, finden zwischen ihren
iibrigen Elementen folgen-
de Umstidnde statt: heifsen
die Spitzen der Pyramiden
a, ¢, heifst die darch diese

Spitzen gehende Gerade A,

and der Pankt, in welchem

diese der Ebene der Grund-
fliche g begegnet b, so ge-
hen die drei Ebenen, wel-

che in den drei vierflichi- .

gen Kirperwinkeln «a,yy,,
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nalen der drei Vierecke augyyy, a,a,%,7, durch die-
/0, ¢Cy, AR CC, A, A ¢, Co, die jenigen gegeniiber stehen-
sich in den Seitenebenen den Kanten gelegt werden,
des Kdrperwinkels b be- in denen die ungleichnami-
., finden, in einer viertenEbe- gen Ebenen («, 7,, und «,,7;
ne o des Ebenenbischele X «,7, und a,7; a,, 74 und a,, »,)
liegén, und zwar sind «, §, sich schneiden, durch ei-
y, 6 vier harmonische Ebe- nen vierten Punkt d der
nen und es sind « und 7, # Geraden A, und zwar sind
und ¢ einander zugeord- @, b, ¢, b vier harmonische
net.” Punkte”

- Weitere Folgerungen, deren hier noch viele mdg-
lich sind, werden gegenwirtig iibergangen; im zweiten
Hefte werden einige davon, bei Gelegenheit zweck-

mifsiger Anwendung, nachgebolt werden.
o~

Ebenenbiischelj unter sich.

30. Bisher befand sich unter den Gebilden, die
betrachtet wurden, nur ein einziger Ebenenbiischel,
nun aber sollen mebrere: zugleich berticksichtigt wer-
den, und zwar sollen sie, auf ibnliche Weise wie
frither die anderen Gebilde, aufeinander bezogen und
die aus dieser Beziehung entspringenden Eigenschaf-
ten untersucht werden.

Zwei Ebenenbiischel %, ¥,, die entweder mit ei-
ner und derselben Geraden A, oder mit einem - und
demselben ebenen Strahlbiischel B projectivisch sind
(§. 27, IIL.), sollen auch umter sich ,projectiviech”
"heilsen. ’ "

Zufolge dieser Erklirung, mit Bezug auf die obi-
gen Sitze (§.29.), finden zwischen den entsprechenden
Elementen projectivischer Ebenenbiischel nachstehende
' Gesetze statt. . .

L Je vier enfsprechende Ebenenpaare zweier pro-
jectivischer Ebenenbiischel %, ,, etwa die Ebenen
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a,f, 7, und &y, $1, 7, 6, erftillen folgende Bedin-
gungen (§. 29, 1): '
sin(@y) sin(zd) _ sin (217)) | sin(e, 6))
sin(By) " ain(B3) sin(By) sin(hoy)
sin(af) sin (ad) __ sin(e ) = sin (o, d))
sin(z@)  sin (79) sin(n @)  sin (G
sin(xf) sin(ay) _ sin (e fy) sin(enyy)
sin(d0f) " sin(0y)  sin (0, F) "~ sin(O1 )
Il. Und umgekehrt:
»,8ind die Ebenen' zweier Ebenenbiischel
o, I, so einander entsprechend angenommen,

- . dafs zwischen je vier Paaren gleiche Doppel-

verhiltnisse statt finden, wie dic vorstehen-
den, wobei die Aufeinderfolge der Ebenen in
*beiden Ebenenbiischeln nothwendiger Weise
tibereinstimmend sein mufs (§. 10.), so sind die
Ebenenbtischel projectivisch.”

Ill. Ferner folgt:

nDas ganze System der entsprechenden
Ebenenpaare zweier projectivischer Ebenen-
bitschel ist bestimmt, wenn irgend drei Paare
gegeben sind (§. 29, IIL); und will man zwei
Ebenenbischel aufeinander projectivisch be-
ziehen, so konnen drei Paar entsprechende
Ebenen beliebig angenommen werden.”

IV. ,Bei zwei projectivischen Ebenenbii-
scheln U, %, entsprechen vier harmonischen
Ebenen des einen auch vier harmonische Ebe-
nen des anderen Ebenenbischels (§.29,IV.).”

V. Es folgt weiter (§ 11, 1L):

»Dafs wenn von mehreren Gebilden — Ge-
rade, ebene Strahlbtischel und Ebenenbii-
scheln — in irgend einer Ordnung genommen,
derReihe nachjedes mit dem darauf folgenden

pro-
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projectivisch ist, so ist jedes mit jedem pro-
jectivisch.” :

VI. Da men die Flichenwinkel zweier . projectivi:
schen Ebenenbtischel %, 9, durch zwei ebene Strahl-
biischel B, B, darstellen kann (§. 27, H. 3.), und da -
letztere unter sich projectivisch sind (§. IV.), weil sie
es mit jenen, und jene unter sich es sind, so folgt fer-
ner (§. 9, IL): '

»In zwei projectivischen Ebenenbtischeln
A, U, befinden sich, im Allgemeinen, nar zwei
entsprechende rechte Flichenwinkel (07), (0, 7,).”

Dicse Ebenenpaare ¢ und o,, r und 7, haben ferner
die nachstehende Eigenthiimlichkeit (§. 12, 1.):

tg (20).1g (arx1) = tg (Bo) . tg (b, 71), und

tg (a7) .tg (e 01) = tg (B7) . tg (b1 0y);
das heilst: ,Bei zwei projectivischen Ebenenbé-
scheln ¥, %, ist das Produkt aus den Tangen-
ten der Winkel, welche irgend zwei entspre-:
chende Ebenen (« und ,, oder £ und 4,) mit den
ungleichnamigen Seitenflichen (mit ¢ und r,,
oder o, und 7) der entsprechenden rechten Fli-
chenwinkel ecinschliefsen, von unvertnderli-
chem Werth.”

31. In Hineicht der gegenseitigen Lage zweier pro-
jectivischen Ebenenbiischel finden #hnliche Fille und
Umstinde statt, wie bei den friher betrachteten Gebil-
den, nimlich folgende.

L Zwei projectivische Ebenenbiischel sollen, oder '
ibre Lage soll ,perspectivisch” heifsen, wenn die
Durchschnittslinien der entsprechenden Ebenenpaare ei-
nen ebenen Strahlbiischel bilden. Um sich von der Mog-
lichkeit dieser Lage zu iiberzeugen, denke man sich
einen beliebigen ebenen Strahibischel B, lege dureh
dessen Mittelpunkt B irgend zwei Gerade ¥, 9, (die

: 8
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nicht in der .Ebene B liegen), so sind die Ebenenbii-
schel 9, 9,, in Ansehung der Ebenenpaare, welche
dusch denselben Strahl des Strablbischels B gehen,
projectivisch (§. 30.), und der Erklirung gemifs liegen
sie perspectivisch.

.Ferner soll der Sh-ablbjiscbel B, oder dessen Ebene

B, der yperspectivische Durchschaitt” der Ebe-
nenbiischel A, U; heifsen. Insbesondere kann der
Strablbfischel B aus einem System von Parallelstrahlen
bestehen, und .dann snd ‘auch die Axen N, N, den-
salben, also auch der Ebene B, parallel,
. Als ein wesentlicher Umstand bei der perspectivi-
schen Lage ist noch der zu bemerken, dafs effenbar
gwei entsprechende Ebenen, etwa ¢, ¢, auf einander
fallen (§. 9, IL), niimlich in derjenigen Ebene, in wel-
cher die beiden Axen %, ¥, der Ebenenbiischel liegen.
Dieser Umstand dient umgekehrt als Merkmal, oder als
Bedingung fiir  die perspeglivische Lage der beiden
Ebenepbiischel; pmlich man erkennt diese Lage vor-
nimlich aun folgenden zwei Merkmalen:

whwe projectivische Ebenenbiischel ¥, ¥,
liegen allemal perspeectivisch, wenn entweder:

1) irgend zwei entsprechende Ebenen ¢, &
aufeinander fallen, oder wenan

2) die:drej Durchschnittslinien von irgend
.drei entsprechenden Ebhenenpaaren in ei-
ner und derselben Ebene liegen.” .

Die Bichtigkeit dieser Ausssgen ist durch Hiilfe
frithexer Sitze leicht zw erweisen. Denn im ersten
Falle (1.) liegen die Axen 2, 9, in der den Ebenen-
buscheln, gemeinschaftlichen Ebene se;, und miissen
falglich einander in irgend einem Punkte B schneiden,
oiler. inshegondere parallal sein. . Daher mufs . ferner
dar Dyrchschnitt je zweier endsprechenden Ebenen durch
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den Punkt B gehen, weil offenbar beide Ebénen déwch
denselben gehen. Legt man nun durch awei-soldhe
Darchschnitte, etwa durch a, b, d.h., dorch die Dulich-
schnitte der entsprechenden Ebenenpasre o« und ay, #
B, eine Ebene B, so wird diese der Ebene 2, in ¢i-
nem bestimmten Strabl ee, begegnen und die Ebemen-
bischel %, %, in zwei Strahlbiischeln B, B, ‘schatiden,
welehe projectivisch eind, und zwar, da sie die drei
Strahlen a, b, ee,, als sich selbst entsprechende Strak-
len, gemein haben, projectivisch gleich. sind und sich
decken, so dafs folglich- alle tibrigen Durchschnitte ent-
sprechender Ebenenpaare in der genannten Ebene B
liegen. Sind insbesondere die Axen Y, ¥, pavallel, so
ist auch die Ebene B mit ihoen parallel. Im andern
Falle (2.) mufs die Ebene, in welchér die drei Durch-
schaittslinien liegen, die. Ebenenbiischel ¥, %, ia zwei
ebenen Strahlbiischeln B, B, schneiden, die projecti-
visch gleich sind und sich decken, weil sie did drei
genannten Strablen gemein haben und durch dieselbeq
bestinmt werden, woraus denn folgt, dafs die Durch-
schnittslinie von je zwei entsprechenden Ebenen in
jene Ebene BB, fallen mufs.

Sind insbesondere die Ebenenbihcbel 9! U, gleich,
d. h., sind je zwei entsprechende Flichenwinkel der-
selben einatder gleich, so giebt sich diese Eigenschaft
bei der perspectivischen Lage der Gebilde durch fol-
gende Umstinde kund, n¥mlich entweder:

a) hulftet der perspectivische Durchschnitt B den vam
den Axen ¥, ¥, eingeschlossenen Winkel und
steht auf dessen Ebene senkrecht, edér !

b) ist der perspectivische Durchschnitt B unendlich
weit entfernt, so dafs je zwei entsprechende £bes .
nen der Ebemenbtischel parallel sind, L s

. . . ' .8 ¢ et
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and umgekehrt, darch jeden dieser Umstinde ist die
Gleichheit der Ebenenbiischel bedingt. Sind im ersten
Falle (2) insbesondere die Axen ¥, , parallel, so lie-
gen sie auf entgegengesetzten Seiten des perspectivi-
schen Durchschniits B und sind gleicli weit von ihm

entfernt.

II. Ist die’ Lage der Ebenenbfischel ¥, ¥, nicht
perspectivisch (I.), so soll sie ,schief” heifsen. Zwei
projectivische Ebenenbiischel ¥, ¥, befinden sich alle-
mal in schiefer Lage, wenn entweder (1.):

1) ibre Axen %, ¥, nicht in einer Fbene liegen, oder
- 2) wenn drei Durchschnittslinien von irgend drei
‘entsprechenden Ebenenpaaren nicht in einer Ebene
liegen, oder
3) wenn ihre Axen in einer Ebene ]lcgen, in der
aber nicht zwei entsprechende Ebcnen (e, ¢,) ver-
einiget sind.

Im Allgemeinen sind bei der schlefen Lage zweier
projectivischen Ebenenbtischel %, %, folgende zwei
Hauptfille zu unterscheiden, nimlich entweder heaen
ihre Axen U, 2,

a) in einer Ebene, oder
b) nicht in einer Ebene.

Im Falle (a) miissen nothwendiger Weise die Axen
sich in einem Punkte schneiden, der D bheifsen mag,
und da jede Ebene durch denselben geht, so geht
folglich auch die Durchschnittslinie von je zwei ent-
sprechenden Ebenen durch denselben. Insbésondere
konnen die Axen sammt den genannten Durchschnitts-
linien parallel sein.

Im Falle (b) gehen die Durchschniltslinien der
entsprechenden Ebenenpaare nicht "mehr durch ei-
nen und denselben Punkt, wohl aber schneidet jede
die beiden Axg.n 9, U, und alle sind einem gemein-
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samen Geselze unterworfen, welches im dnttcnx.aptel
niber untersueht werden soll. .

Die Aufgabe: ,Wenn bei zwei schiefliegen.
den projectivischenEbenenbiischeln drei Paar
entsprechende Ebenen gegeben sind, andere
entsprechende Ebenenpaare zu finden, oder
mit anderen Worten, die Ebenenbiischel schief
aufeinander zu projiciren;” ist in beiden Fallen
(a, b) leicht zn l6sen, nimlich dadurch, dafs man Ge-
rade oder cbene Strahlbiischel zu Hiilfe nimmt und
sofort auf dbnliche Weise verfihrt, wie in (§. 24, IIL).
Im Falle (a) bedarf man nur einer einzigen Geraden
als Hilfslinie, die n¥mlich drei Durchschnittslinien von
irgend drei entsprechenden Ebenenpaaren schneidet
(§. 5L.).

‘Ferner ist die Aufgabe: ,Zwei schiefliegende
projectivische Ebenenbiischel in perspectivi-
sche Lage zu bringen;” zufolge der mit der per-
spectivischen Lage verbundenen Umstinde (I.) leicht
zu losen.

Ill. Zwei projectivische Ebenenbiischel kinnea
endlich auch so liegen, dafs man ihre Lage sowohl fiir
perspectivisch als schief halten kann, wenn nim-
. lich ibre Axen zusammenfallen (vergl. § 16.). In die-
sem Falle finden ganz lbnliche Umstinde statt, wie
bei zwei aufeinander gelegten projectivischen- Geraden,
oder bei zwei in einer Ebene liegenden concentsischen
projectivischen ebepen Strahlbiischeln (§. 16, IIL); denn
schneidet man z. B. die gegebenen Ebenenbiischel %
9, mit irgend einer Ebene, so entsteben zwei ebeng
Strahlbiischel B, B,, welche .die angegebenen Bedin- -
-gungen erfilllen. Dabher werden bei den Ebenenbil-

scheln 9, ¥, im Allgemeinen zwei Paar entsprechende
Ebenen aufeinander fallen, u. s. w. Und daher wird



118 Proj. Gerade, ebene Sirahlb, u. Ebevenbiischel. 32.

ian diese vereinigten enupreehenden Ebenenpaare nach
(§ 17) lelcht ﬁnden :

sﬁtze und Porismen darch Zusammenstellung projec-
tivischer Gebilde.

. ' 32, Durch die bisherigen Betrachtungen sind die
Fundamentalsitze iiber projectivische Gerade, ebene
Strahlbiischel und Ebenenbiischel im Raume entwickelt
worden. Die weitere Betrachtung konnte sich nun mit
verschiedenen Verbindungen und Zusammenstellungen
der genannten Gebilde beschiftigen, wobei die. gefun-
denen Sitze, durch Wiederholung und Verbindung, za
zusammengesetzteren Sétzen fithren wiirden, auf #hn-
liche Weise wie im ersten Kapitel von (§. 19.) bis zu
Ende. Allein ich werde mich hier nur auf einige we-
nige Verbmdungen beschranken, und am Schlusse in
zwei Anmerkungen zwei Reihen von leicht auszufiih-
renden Betrachtungen kurz"andeuten. .
Den obigen, .in (§. 22.) aufgestellten, Sétzen ent-
sprechen hier folgende, von deren Richtigkeit man sich
mitfelst, Yorhergehender erwiesener hgenschaften lexcht

tiherzeygen wird, -

L ,,aWenn ion n Geraden :- L ,,Wenn von n Ebemem
"By Ay peyee Aps1y die durch biischeln %, LR "IN
denselb ben Punkt gehen deren Axen in derselben
(b4 onst beliebigTiegen), Ebene ‘liégen, der Reihe
devi Reide: nach jede mit mach jeder mit dem darauf
dar.daranf folgenden pro- folgendenprojectivischist,
iwtlnsch ist, und mit ihr und mitihm erspectwnsch ,
persPectwisch liegt, so liegt, 8o sms je zwei pro-
#in&’'je xwei projectiviseh jectivisek und: llegen per-
updl,liegen perspectivisch. . spectivisch? ;

JIL ,Weann drei prdiectln— IL;,;Wenn .die Axen dreier
sghe Gerade A, A,, A,, durch projectivischen Ebenenbii-
fenselhen "Punkt gehen, schel %, %,, %, in einer
ud wenn darin drei ent- Ebede liegen, und wena m

[y
’
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gprechende Punkte (¢, ¢, ¢;) dieser drei eatsprechende
vereiniget sind, so dafs je Ebenen (s, ¢,,¢;) vereiniget
zweiGeradeperspectivisch sind, so dals je zwel Ebe
liegen, so liegen die dred nenbtischel perspectiviseh
Projectionspunkie(B,B,B,) liegen, s0 schneiden sich

die .ihnen, paarweise ge-
nommen, zugehdren, in ei-
ner Geraden %, oder sa
sindsiemit einem bestimm-
ten Ebenenbiischel 9 per-
spectivisch (§ 27, lL), d. b,
die Ebenen «, 3,..... , wel-
che durch je drei entspre-
chende Punkte g, g, 0,5 b,
byy Beir.... der Gerpden be-
stimmt werden, bilden ei-
‘nen Ebenenbischel 9.”

I ,Wenn vier projecti-
vische Gerade A, A, A, A,
sich in einemPunkte schnei-
den, und wenn alle unter
einander perspectivisch
sind, so liegen von den ih-
nen zagehdrigen sechs
Projectionspunkten. vier
mal drei in einer Geraden,
und folglich liegen alle
seehs in einer Ebene, und
folglich, liegen vier ent-
" sprechende Punkte, etwa
b, b,,b,, 8, in dieser Ebene.”

.

IV. ,Bewegen sichn Punk-
te @, @,, 8g, ---.c An—y nach
der Reihe in n beliebigen
festen Geraden A} A ,A,,.....
An—4, die darch denselben

Punkt gehén, und drehen

die drei perspectivischen
Durchschnitte (B, B,, B,),
die ihnen zugeh3dren, in ei-
ner Geraden A, oder so
sind sie zugleich mit einer
bestimmten Geraden Aper
spectivisch (§. 27, IIL), d. b,
die Punkte a, §, , in
welchen je drei entspre
chende Ebenen «, ay, o4; 8,
B> By; der Ebenenbi-
schel sich schneiden,liegen

.....

in einer Geraden A

III. ,Wenn vier projecti-
vische Ebenenbidschel %,%,,
%o, Ay deren Axen in eir
ner Ebene liegen, unter
einander perspectivisch

sind, so schnéiden sich von

denihnebrugehBrigen stchs
perspectivischen Daurch
schnitten vier mal drei in
einer Geraden, und folg-
lich schaeidea sioh alie
sechs in einpem Punkte, und
folglich schnejden sich vier
entsprechende Ebenen, et
wa £, B, Bgy A3, n diesem
Punkte” T

V. ,Drehen sich nEbenen
O, Gyy Olgyeseoe L S nach( der
Reihe um nbelicbige feste
Gerade A, %,, A,y ... Aner,
die in eirer Ebené liegew,
und bewegen sich die a1

sich die n—1Geraden (a,a,, Durchschnittslinien (a, ay,

.....

a,

an—1), welche durch a,,

.....

an—z) der Ebenen-

die Punktenpaare d44,, 8,4;, paare « und a0, unde,,..:..



120 Proj. Gerade, ebene Strahlb. u. Ebenenbiischel. 32.

ecsss Gnmplin—y gehen, nach ea—z und aa—s, nach der
der Reihe um n—1 feste Reihe in n—1 festen Ebe-
Punkte (B,B,, B,,..... Ba—¢), nen (B, B, B,,..... Bo—,), so
sa drebt sich die Gerade bewegt sich die Durch-
durch je zwei jener Punkte schnittslinie von je zwei
(e, 2,,8,..... ) um einen fe- jener Ebenen (o, a,, a,,.....)
" sten Pankt” in einer festen Ebene.”

Das obige Porisma des Pappus (§.22.) ist als be- -
sonderer Fall in dem vorstehenden Satze (IV. links) ent-
halten, nimlich es enthilt die Einschrinkung, dafs die
gegebenen Geraden A, A,,..... Aa, in einer Ebene
liegen. . )

Es mdge hier, als Beispiel, noch folgende Auf-
gabe Platz finden, welche die abige (§.25.) als beson-
dern Fall in sich schliefst.

V. ,Wenn im Raume irgend n Gerade A,
Ay, A,,.....As 3 gegeben sind, die ein schiefes
n Eck (oder n Seit) bilden (d. h., jede schnei-
det die darauf folgende und die letzte die er-
ste), und wenn in jeder Ehene die durch zwei
aufeinander folgende Gerade bestimmt wird,
irgend ein Punkt gegeben ist, also im Ganzen
n Punkte (B, B;, B,,..... Ba.1), 80 soll ein ande-
res (schiefes) n Eck beschrieben werden, des-
sen Seiten nach der Reihe durch diese Punkte
‘gehen, und dessen Ecken nach der Reihe in
jenen Geraden liegep. :

Die Auflssung dieser Aufgabe ist der obigen (§. 25.)
&hnlich, so dafs jeder sie ohne Schwierigkeit wird aus-.
fubren konnen. Ich will nur bemerken, dafs die ge-
genwirtige Aufgabe, im Allgemeinen, zwei Auflésun-
gen zulifst, weil die Rangordnung der gegebenen Ele-
mente nicht verwechselt werden kahn. Diese Beschriin-
kung der Zahl der Aufldsungen wird aufgehoben, wenn
die Aufgabe in folgender Gestalt gegehen wird:

)




33. " Erste Anmerkung, 121

"»Sind n beliebige Ebenén B, B,, B,,.....B._,
und in jeder irgend ein Punkt, also n Punkte
B, B,, B, ....Ba;, gegeben, so sollen n-andere
Ebenen a, a;, @, ..... ¢a—y 30 gelegt werden,
dafs sie nach der Reihe durch die Seiten des
durch jene Punkte bestimmten schiefen nEcks
gehen, und dafs die n Durchschnittslinien der
aufeinander folgenden Ebenen, in jenen ge-
gebenen Ebenen liegen.”

Erste Anmerkung,

"Von projectivischen Gebilden die in einem Strahlbé-
schel im Raume liegen.

33. Zum Schlusse dieses Kapitels ist noch eine
besondere Zusammenstellung von projectivischen Ge-
bilden, und zwar von ebenen Strahlbiischeln und Ebe-
nenbiischeln niher ins Auge zu fassen, nimlich dieje-
nige Zusammenstellung, bei welcher die genannten Ge-
bilde simmtlich zu einem Strablbfischel im Raame ge-
horen (§. 1, V.), d. b., bei dieser Zusammenstellang
haben alle ebenen Strahlbiischel einen und denselben
Mittelpunkt und die Axen aller Ebenenbiischel gehen
durch diesen nimlichen Punkt, welcher Mittelpunkt des

Strahibiischels im Raume heifst und durch D bezeichnet
werden soll.

Unter diesen Umstéinden finden offenbar zwischen pro- . ’

jectivischen ebenen Strablbiischeln und Ebenenbiischeln,
die in' demselben Strablbiischel D liegen, durchweg dbn-
liche Beziehungen statt, wie zwischen projectiviechen Ge-~
raden und ebenen Strahlbiischeln, die in derselben Ebene
liegen.und wovon das erste Kapitel handelt. Dénn wird
der Strahlbiischel D' durch irgend eine Ebene, die E hei-
{sen mag, geschnitten, so wird jeder Ebenenbiischel in ei-
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nem ebenen Strablbiischel, jeder ebene Strahlbiischel in
einer Getaden, uad jeder Strahlin einem Punkt geschnit-
- tens nun kinnen alle diese durch den Durchsehnitt
erzeugten Gebilde iw der Ebene E als perspeotivisch
mit den ihnen zugehdrigen Gebilden im Strahlbiischel
D angesehen werden (§. 27, liL.), und alsdann werden,
wenn irgend zwei Gebilde in der Ebene E projecti-
visch sind, auch die ibnen entspreghenden Gebilde im
Strahlbiischel D projectivisch sein (§ 30, IV.), und
auch umgekehrt; daher werden fast alle Gesetze, Ei-
genschaften, Lebrsitze, Porismen, Aufgaben, u. s. w,,
die bei projectivischen Gebilden in der Ebene E statt
finden, auch auf idhnliche Weise bei den ihnen ent-
sprechenden Gebilden im Stralilbiischel D statt haben,
so- dafs nur einzelne besondere Eagenschaken usd Um-
‘sﬁnde -hierbei eine Ausmahme machen. .

- Demnach wiirden alle Untersuchungen, die im er-
sten Kapitel iiber: Gebilde in der Ebene E durchge-
fobrt worden, auf entsprechende Weise ‘bei den Ge-
bilden im Strahlbiischel D' auszeftibren sein; - da aber
diese Untersuchung, im Grunde genommen, -nichts we-
sentlich Neues enthielte, weil sie, wie wir oben ge-
sehen, unmittelbar aus der Untersuchung in der Ebene
E abgeleitet, oder auf- dieselbe. zurtickgefGhrt werden
kann, so .werde ich mich hier nicht linger dumit awi-
halten, indem es durchaus nicht schwierig -ist, bei.je-
dem vorkommenden Falle, nach den' bereits gegebenen
Andeutongen, sich zurecht zu finden. - Ich. will nur
noch erinnern, dafs die Figuren in-der Ebene E mit
den iboen entsprechenden Figurem im Strahlbiisehel DB
auf gewisse Weise tibereinstimmen, d. b, einem WViel:
eck: in E entspricht eim gleichnamiger Korperwinkel
i D, z. B. dem Dreieck entspricht em dreikantiger
odex: dreifikchiger Korperwinkel, dem . Viereck ent-
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spricht’ ¢in ¥ierkanfiger Kdrperwinkel, w. 5. w., und
dem’ Kreise entspricht ein Kegel (zweiten Grades).
" Als ein zweckmifsiges Beispiel zur Erliuterang
des Gesagten mag folgende Aufgabe dienen. -
sWenn zwei projectivilcixe ebene Strahl-
biischel B,, B, in einem Strahlbilschel D per-
spectivisch liegen, so dafs 2wei entsprechehde
Strablen e, e; vereiniget sind (§. 28)), und man
denkt sich den einen Strahlbiischel fest, wih-
rend der andere sich um den gemeinschaftii-
chen Strakl herumbewegt, so ist die Frage
welche Fliche durch dieProjectionsaxe U (d.h,
Axe des Ebenenbiischels, in welchem beide Strahlbi.
sehel B, B, liegen (§. 28.)) beschrieben werde.”
Man denke sich eine Ebene E, welche zu dem
gemeinschafllichen  Strahle ee, senkrecht ist, so wird-
sie die ebenen Strahibtischel B;, B, in zwei Geraden
A, A, schneiden, die unter sich perspectivisch sind,
wie etwa (Fig. 7.) sie darstellt, und der Punkt B, ih
welchem sie die Projectionsaxe U schneidet, ist dew
Projectionspunkt der Geraden A, A,. Wird nun det
eine Strahlbischel, etwa B,, auf die angégebeme Art
bewegt, so wird sich ‘die zugebvrige Gerade A, in der
Ebene B um den gemeinschaltlichem Durehschnittspunkt
¢¢, der Géraden drehen, und der Projectienspunkt B
wird sich in €iner bestimmten. Kreislinie bewegen, de-.
ren ‘Mittelpanke ¢ ist (§..15.); daber wird die Projec-
tibnsaxe % eine Kegelfiache D zweiten Grades: besohrei-
ben, die ddrch jemen Kreis geht, und zwar ist dieser
Kegel ein schiefer, weil das aus dem Scheitel D auf
die Ebene E des Kreises gefilite Loth ee, nicht den
Mittelpunkt (r) des Kreises trifft. ,Also beschreibt
die Projectionsaxe ¥ eine schiéfe Kegelfliche
die von jeder Ebene, welcha zu dem gémein- -
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schaftlichen Strable ee, der Strahlbiischel B,,
B, senkrccht ist, in einem Kreise geschnitten
wird.”

~

Zweite Anmerkung.
Von projectivischen Gebilden auf der Kugelfliche.

34. Denkt man sich eine Kugelfliche K, die den
Mittelpunkt D des vorbin zu Grupde gclegten Strahl-
biischels im Raume (§. 33.) zum Mittelpunkt bhat, so
wird dieselbe von den Gebilden, die im Strablbiischel
D liegen, wie folgt geschnitten: von jedem Strahl
(a, b,.....) in eiem Punkt (a, 6,.....); von jedem
ebenen Strahlbiischel B in einem Hauptkreise (grofs-
. ten Kreise) H, dessen Punkte den Strahlen, und des-
sen Abschnitte (Bogen) den Winkeln des Strahlbii-
schels entsprechen; von einem Ebenenbiischel 9 in ei-
nem sphiirischen Strahlbiischel %, d.h., in einer
unzihligen Menge von Haupikreisen, die den Ebenen
des Ebenenbiischels, und deren Winkel den Winkeln
der letzteren entsprechen, und die alle durch densel-
ben Punkt B (Durchschnittspunkt der Axe %) gehen,
welcher Mittelpunkt des sphirischen Strahlbiischels
beifsen soll. Werden nun irgend zwei Gebild¢ (Hund
9B, oder H und H,, oder B und B,) auf der Kugel-
fliche K, wenn ihre entsprechenden Gebilde (B und ¥,
oder B und B,, oder Y und 9,) im Strahlbiischel D
projectivisch sind, ebenfalls projectivisch genannt,
so folgt mit dieser Erklirung zugleich, dafs die wesent-
lichsten projectivischen Beziehungen, welche zwisehen
den Gebilden im Strahlbiischel D (oder zwischen den
Gebilden in der Ebene E (§. 33.)) statt finden, auch
zwischen den Gebilden auf der Kugelfliche K statt ha-
ben miissen,

Wie man hieraus sieht, smd also die Betrachtlm&en
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auf der Kugelfliche K durchaus nichts eigenthfimlich
Neues, sondern sie sind nur als cine besondere Be-
schrinkung der Betrachtangen im Strahlbiischel D an-
zusehen. Ueberhaupt haben Untersuchungen auf der
‘Kugelfliche selten dic Wichtigkeit, die man ihnen, ver-
moge einer oberflichlichen Ansicht, beizulegen geneigt
ist. Denn oft lassen sieh dieselben aus entsprechenden
Untersuchungen im Strahlbiischel D oder iu der Ebene
E ableiten, und viele derselben liefsen sich dann auch
auf dhnliche Weise auf andere kruinme Flachen itber-
tragen. Ueber die Art und Weise, wie, im Aligemei-
nen, Operationen (Constructionen) auf der Kugelftiche
ausgefibrt werden konnen, werde ich spiiter handeln.
Man kann nimlich die Kugelfliche allein als Opera-
rationsfeld annehmen, oder man kann die entsprechen-
den Operationen im Strahlbtischel D, oder in irgend
einer Ebene E ausfiihren, und sodann auf die Kugel
fliche K itbertragen. Finge man mit der ‘Coustruction
auf der Kugelfliche K an, so liefsen sich umgekehrt
die gefundenen Resultate auf den Strahlbtischel D oder
auf die Ebene E iibertragen, welches aber nicht der
zweckmiifsigste Gang sein mdchte.

Ueber die Betrachtung projectivischer Gebilde auf
der Kugelfliche will ich nur noch bemerken, dafs nur
wenige von den Eigenschaften, die im ersten Kapitel
an projectivisechen Gebilden in der Ebene nachgewiesen
worden, nicht auch auf entsprechende Weise bei jenen

- sich vorfinden; zu solcher Ausnahme gehdren z. B. der

Parallelismus der Geraden, und ihre unendlich entfern-
ten Punkte. Dagegen sind die Eigenschaften, welche
auf die projectivische Beziehung gegrtindet sind, auf
shnliche Weise vorhanden, wie in der Ebene E, oder
wie im Strablbfischel D. Denn da offenbar. die Ab-
schnitte (Bogen) eines Hauptkreises H gerade das Maafs

¢
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der ibnen entsprechenden (gegeniiber stebenden) Win-
kel des nugehorigen ebenen Strahlbiischels. B sind, and
da die Winkel, welche die Strablen eines sphirischen
Strahlbiischels B mit einander bilden, offenbar die nim-
lichen s‘ind, welche die ibnen entsprechendea Ebenen
im zugehorigen Ebenenbiischel ¥ einschlisfsen, so mufs
folglich auch bei projectivischen Gebilden auf der Ke-
gelfliche Gleichheit der Doppelverhiltnisse statt finden,
wenn -daxu, bei Hauptkreisen die Simus der Bogen, und
bei Strahlbiischeln (%B) die Sinus der von den Strahlen
eingeschlossenen Winkel, genommen werden. Daher
folgt z. B.: ,dafs es 1) bei zwei projectivischea
Hauptkreisen H, H, awei entsprechende Ab-
schnitte (Bogen) giebt, die Quadranten. sind;
2) dafs es beizweiprojectivischen sphérischen
Strahlbiischeln B, B, zwei entsprechende
rechte Winkel giebt; und 3) dafs es bei einem
Hauptkreise Hund einem Strahlbiischel 9B, die
projectivisch sind, einen Quadranten und ei-
nen rechten Winkel giebt, die sich entspre-
chen; und dafs in Bezug auf diese eigenthiim-
lichen Elemente dasselbe Gesetz statt findet,
wie bei projectivischen Strahlbiischeln B, B,
in der Ebene (§. 12, I, 4, 4,.), oder wie bei.pro-
jectivischen Ebenenbitseheln 9, 9, (§ 30, V.).¥
Ferner ist bei projectivischen sphirischen Gebilden per-
spectivische und schiefe Lage zu unterscheidem,
bei der ersteren haben zwei Hauptkreise einen Pre-
jectionspunkt, und zwei Strahlbiischel baben einen
perspectivischen Durchschnitt. Aus dem obigen
Beispiel (§. 33.) folgt hier der nachstehende Satz:
sWenn zwei projectivische Hanptkreise H, H,,
perspectivisch liegen und wenn der eine fest
bleibt, wihrend der andere sich umr ihren ge-

-
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meinschaftlichen Durchschaittspunkt heram-

bewegt, so bewegt sich der Projeetionspunkt

in einem .sphirischen Kegelschnitt. (d. i. der

Durchschnift eines Kegels zweiten Grades, dessen -
-Scheitel im Mittelpunkt der Kugel biegt, mit der Ku-

gelfliche).” — Werden zwei gleicbartige projectivische

sphiiris¢he Gebilde .(H und H,, oder B nnd B,) auf-

einandergelegt, so finden dabei 4hnliche Umstinde statt,

wie bei den entsprechenden Betrachtungem in (§. 16.

und §. 3L, IIL); ferner kann dabei eine entsprechende

Aufgabe gestellt, und auf shnliche einfache Weise (mit-
telst eimes Kreises oder irgend eines sphirischen Kegel-
schnitts) geldset werden, wie in (§ 17.), welche se-
-dann eine .eben so fruchtbare Anwendung findet, wie
die ‘letatere: bei den mach ibr folgenden Betrachtun-
gen u. 8. w.

. . '

. Drittes Kapitel
Erzeugung derLinien und der geradlinigenFlichen
zweiter Ordnung durch projectivische Gebilde..

35. Bei. der obigen Untersuchung projectivischer
Gebilde wurde bei der schiefen Lage derselben die ni-
here Exforschung der Gesetze, welchen bei zwei Geraden
A, A, die Projectionsstrahlen (§.8,L), bei zwei ebenen
- Strahlbiischeln B, B, die. Durchschnitte der. entspre-
. chenden. Strahlenpabre, oder die:durch entsprachende
Strahlenpaare bestimmterr Ebenen (wenmn B, B, im
Stvahibfischel D liegen (§. 33.)), uud bei zwei Ebenen-
bitscheln 9, 2; die Durchachnittslinien der entsprechen-
den Ebenenpaare (§. 31.)-unterworfen sind, absiehtlich
vermieden, Diese Untersuchung soll .jelzt nachgeholt

-
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werden. Sie fihrt, wie man sehen wird, zu den inter-
essantesten und fruchtbarsten Eigenschaften der Linien |
zweiter Ordoung, oder der sogenanntem Kegelschnitte,
aus denensich fast alle anderen Eigenschaften der letz-
teren, in einem mnfassenden Zusammenhange, auf eine
-{iberraschend einfache und amschauliche Weise ent-
wickeln lassen, nimlich sie zeigt die nothwendige Ent-
sichong der Kegelschnitte aus den geometrischen Grund-
gebilden, und zwar zeigt sie dadurch zugleich eine sehr
werkwiirdige doppelte Erzengung derselben durch pro-
jectivische Gebilde. Ebenso zeigt sie eine doppelte Er-
zeugung der geradlinigen Flichen zweiten Grades, d. h,,
aller derjenigen Flichen zweiten Grades, in welchen
gerade Linien liegen (d. i Kegel, Cylinder, einfaches
Hyperboloid, hyperbolisches Paraboloid, zwei Ebenen).
‘Wenn man bedenkt, mit welchem Scharfsinne die
Mathematiker in #lterer und neuerer Zeit die Kegel-
schnitte erforscht, und welche fast zahllose Menge von
Eigenschaften sic an denselben entdeckt haben, so ist
es in der That auffallend, dafs die vorgenannten Eigen-
schaften so lange verborgen bleiben konnten, da doch
aus ibnen, wie sich zeigen wird, fast alle bekannten
Eigenschaften (nebst vielen neuen), wie aus einem
Gufse hervorgeben, ja da sie gleichsam die innere Na-
tur der Kegelschnitte vor unseren Augen aufschliefsen.
Denn wenn auch Eigenschaften bekanat sind, die den
genannten nahe liegen, so finden sich doch, meines
‘Wissens, letztere nirgends bestimmt ausgesprochen, in
keinem Falle aber wurde ihre Wichtigkeit erkapnt, die
sie durch die gegenwirtige Entwickelung, wo sie zu
Fundamentalsiitzen erhoben werden, erhalten, fibrigens
bin ich auch nicht einmal durch jene auf diese gefithrt
worden.
Da der bier.vorgestreckte Zweck die Betrachtung
pro-
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projectivischer Gebilde ist, so darfen die Kegelschnitte
hier noch nicht so ausfiibrlich untersucht werden, als
es mittelst der erwibnten Eigenschaften leicht gesche-
hen konnte; sondern ich werde mich blofs auf einige
wenige Entwickelungen beschrinken, die entweder aus
dem Gange der Betrachtung jener Gebilde nothwendig
hervorgeben, oder die zur Erforschung derselben in
der Folge dienlich sind. Spiter, nach vollendeter
Durchfiibrung der Untersuchung projectivischer Gebilde
-sollen alsdann die Kegelschmitte einer umfassenden Un-
tersuchung unterworfen werden, die sich auf ibre vor-
erwihnte Erzeugung durch projectivische Gebilde griin-
den wird, wobei letztere sodann nur als untergeordnete
Halfsmittel dienen, und wodurch die vorstehenden Be-
bauptungen sollen gerechtfertigt werden.

éeg‘enleitiger Durchschnitt der Ebene und der
Kegelflache.

36. Zunichst soll hier eine kurze Betrachtung der
eigentlichen Kegelschnitte, wie sich dieselben beim Ke-
gel der unmittelbaren Anschauung darbieten, vorange-
schickt und dabei vornehmlich auf einige Umstinde,

die far die synthetische Untersuchung derselben sehr

wesentlich sind, aufmerksam gemacht werden. Nur
‘mufs ich bemerken, dafs diese Betrachtung, genau ge-
nommen, dem zweiten Abschnitte (folgendes Heft) ange-
hort, woselbst sie in einem umfassenderen Zusammen-
hange ausgefithrt werden wird.

Denkt man alle diejenigen Strablen ¥, ¥, %,,.....
eines Strahlbiischels D, welche durch irgend eiive Kreis-
linie K gehen, wie etwa (Fig. 36.), wo das Papier die
Ebene E des Kreises vorstellen und der Punkt D tiber
derselben liegen soll (§.34.), so heifst die Fliche, wel-
che von'diesen Strahlen erfiillet wird, Kegelfliche,

: ‘ 9
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und zwar, weil sie, so wie der Kreis, von ingend einer
Geraden bochstens nur in zwei Punkica geschniiten wer-
den kann, so heifst sie, aus Folgen dieses Umstandes,
Kegelfliche vom zweiten Grade. Wenn man
sich die Strablen (oder Kanten) nicht durch den Kreis
K und durch den Punkt D begrenzt, sondern vielmehr
unbegrenzt vorstellt, so sicht man, dafs die Kegelfliche
aus zwei gleichen Theilen M, M, bestebt, Jic mit ih-
ren Spitzen in dem Punkte D zusammenstofsen, so dafs
dieser ,Mittelpunkt” des Kegels oder der Kegel-
fiiche genannt wird (Biot). Ferner nennt man jede
Ebene, welche durch den Mittelpunkt D und durch ir-
gend eine Tangente A des Kreises gebt, Beriibrungs-
ebene (beriibrende Ebene), weil nimlich nur ein ein-
ziger Strahl der Kegelfliche in ibr liegt, namlich nur
derjenige, welcher durch den Beriihrungspunkt B der
genannten Tangente gebt. Nun nennt man ferner dic
Durchschnittsfigur, welche irgend eine Ebene mit der
Kegelftiche bildet, d. h., die. Gesammtheit aller Punkte
die sie mit ihr gemein hat, Kegelschnitt. Das Ge-
meinschaftliche und das Besondere oder Eigenthiimliche
der gesammten Schnitte eines Kegels lilst sich bequem
auffassen und iibersehen, wenn vorerst die Schnitte
derjenigen Ebenen, welche durch den Mittelpunkt D
"gehen, untersucht werden. Eine solche Ebene kann
sich auf drei wesentlich verschiedene Arten zum Kegel
verhalten, nimlich wie folgt:

a) kein Strabl der Kegelfliche liegt in. der Ebene,
.sondern allé werden von ibr im Punkte D ge-
schnitten; dahin gehort also jede Ebene, die den
Kreis K weder schneidet noch beriibrt. In Be-
zug auf jede solche Ebene liegen die beiden Theile
M, M, des Kegels auf entgegengesetzten Seiten. .

b) ein Strahl der Kegelfiiche liegt in der. Ebene
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aund alle Obrigen schneidet sie im Punkte D; da-
hin gehdren alle sogenannten Beriibrungsebenen
des Kegels. In Bezug auf jede solche Ebene lie-
gen die Theile M, M, des Kegels auf abwech-
selnden Seiten.

€) zwei Strahlen der Kegelfliche liegen in der Ebene
und alle tibrigen werden von jbr im Punkte D
geschnitten; dahin gehdrt jede Ebene, die den
Kreis K schneidet. Jede solche Ebene spaltet
jeden Theil M, M, des Kegels in zwei Abschnitte,
go dafs auof jeder Seite der Ebene zwei Abschnitte
liegen, in denen zusammen alle Strahlen vorkom-
men, die von der Ebene geschnitten werden.

Da nun jede andere Ebene im Raume, die nicht
durch den Mittelpunkt D geht, nothwendiger Weise
mit irgend einer unter den vorstehenden drei Abthei-
lungen begriffenen Ebenen parallel ist, so wird sie,
ebenso -wie die letztere, die Strahlen der Kegelflliche
entweder alle schneiden, oder nur einen, oder nur
zwei derselben nicht in der That schneiden, sondern
pach ibren unendlich entfernten Punkten gerichtet sein,
d. b.; mit ibnen parallel sein, diese besonderen Strah-

“len sind n%mlich diejenigen, welche in jener durch den
Mittelpunkt D gehenden Parallelebene liegen. Daher
giebt es folgende drei- Klassen von Kegelschnitten:

I. Jede Ebene, welehe mit irgend einer unter der
. obigen Abtheilung (a) begriffenen Ebene parallel
ist, schneidet alle Strahlen der Kegelfliche in end-
licher ‘Entfernung, und zwar schneidet sie nur ei-
nen der beiden Theile M, M, der Kegelfliche, so
dafs also der Durchschnitt, wie er sich der un-
mittelbaren Anschauung darstellt, eine geschlossene
krumme Linie ist (durch die ein Theil der Ebene
- ganz begrenzt wird). . -Ein' solcher- Schnitt, oder
. g%
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.eine solche Linie, heifst Ellipse. Die Geraden,

in welchen die schacidende Ehene die Bertihrungs-
ebenen des Kegels schneidet, sind simmtlich Tan-
genten der Ellipse, so dals also letstere in jedem
jhrer Punkte von einer bestimmten Geraden be-
rithrt wird. Unter dieser Klasse vorn Kegelschnit-
ten befindemn sich inshesondere auch Kreise, wie
2. B, der Kreis K, von welchem die Betrachtung
ausging; ferner gehiren dakin, als Gremzfille, die
Schoitte der Ebenen (a), wobei nimlich di¢ Ellip-
sen sich auf den einzigen Punkt D reduoziren.

IL Jede Ebene, die mit irgend einer unter .(b) be-

griffenen Ebene parallel ist, schmeidet nur einen
der beiden Theile M, M, der Kegelfiche, und
zwar trifft sie alle Strahlen in endlicher Entfer-
nung bis auf denjenigen, in welchem ihre Parallel-
ebene dex Kegel beriibrt, und nach dessen unend-
lich entfernten Punkt sie gerichbtet ist, so dafs also
der Schnitt, wie man in der Vorstellung sieht, eine
gebogene krumme Linie ist, deren beide -Arme
sich nach derselben Seite hin ins Unendliche er-
strecken, nimlich nach demselben unendlich
entfernten Punkte hinstreben, nach welchem
jener besondere Strahl gerichtet ist. Ein solcher
Schnitt heifst Parabel. Die Durchschnittslinien
der schueidenden . Ebene und der Berithrungsebe-
nen des Kegels sind Tangenten der Parabel, so
dafs also letztere in jedem ibrer Punkte von einer
bestimmten Geraden bertibrt wird; jene Berlih-
rungsebene aber, welche der schneidenden parallel
ist, ist nach einer unendlich entfernten Tan-
gente gerichtet, die nimlich dem unendlich ent-
fernten Punkte der Parabel zugebrt. . - .

Die Schnite der .unter (b) begriffenen Ebenen
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. .gchVren als Grenxfille hierber, nimlich bei ibnen
reduriren sich. die Parabeln auf die . einzelnen
Strablen der Kegelfiiche.

HL Jede Ebene, wélche mit irgend einer unter der
Abtheilung (c) begriffenen Ebepe parallel ist, schnei-

. det die mit ibr auf einerlei Seite liegenden zwei
Abschmitte der Kegelfliche, und zwar schneidet sie

: dlle Strablen der letzteren in endlicher Entfernung,

. ausgemommen diejenigen zwei, welche in der Paral-

. lelebene liegen, und nach deren unendlich entfern-
ten Punkten sie gerichtet ist, so dafs also der
Schnitt, wie man sieht, aus 2wei gebogenen Linien
besteht, wovon beide Atme eimer jeden sich ins
Unendliche erstrecken, und zwar so, dals die je-
desmaligen zwei einander . schief gegentiber liegen-
den Arme beider Linien nach entgegengesetzten
Richtangen aber nach demselber unendlich ent-
fernten Punkte hinstreben, nach welchem nim-

. lich einer von jenen zwei besonderen Strahlen ge-
richtet. ist; beide Linien héngen demmach durch
diese unendlich entfernten Punkte zusammen, so
dafs ‘sie nur eine einzige Linie ausmachen. Eine
solche Linie heifst Hyperbel. Jede Berithrungs-

. ‘Bene des Kegels erzeugt eine Tangente der Hy-

. perbel, so dafs also’ die letztere -in jedem ihrer
Punkte von einer bestimmteny Geraden beriihrt
wird; diejenigen zwei Ehenen, welche den Kegel
in den genannten zwei besonderen Strahlen be-
rilhren, erzeugen diejenigen Tangenten, die den
unedlich entférten Pankten der Hyperbel zuge-

\ héren, diese Tangenten selbst befinden sich in’
-endlicher Entferriung, vermoge ihrer besonderen
Eigenschaft heifsen sie Asymptoten der Hyperbel.
< Die Schnitte der unter (c) enthaltenen Ebenen
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gehiren, als Gremafille, hierher, nimlich die Hy-

perbel reduzirt sich dabei auf swei Gerade, auf

zwei Strahlen der Kegelfiiche.

Dieses (1, IL, IIL) sind die drei Artea von Kegel-
schaiften; fir die synthetische Betrachtung derselben
sind dic Umstande: ,dafs die Ellipse keinen, die
Parabel einen und die Hyperbel zwei unend-
lich entfernte Punkte, und dafs nur die Para-
bel eine unendlich entfernte Tangente hat,”
als einfache unterscheidende Merkmale wobhl
zu beriicksichtigen. .

Nach der obigen Anmerkung (§ 33.) folgt nun,
dafs wenn Eigenschaften irgend eines Kegelschnilts aus
projectivischen Gebilden entspringen, dieselben alsdann
auch auf entsprechende Weise bei derKegelfiiche und
also auch bei jedem anderen Kegelschniit statt haben
miissen, s0 dafs, wenn z. B. e¢in Kegelschnitt d uch
projectivische Gebilde erzeugt werden kann, dann auch
die Kegelfliche und jeder andere Kegelschnilt aus pro-
jectivischan Gebilden entspringen mufs, und auch um-
gekebrt, Daher kann man, zur Erforschung solcher
Eigenschaften, in vielen Fillen sich nar an den Kreis,
den bekanntesten und einfachsten Kegelschnitt (aufser
den erwihnten Grenzfillen) halten, welcher leicht za

behandeln ist, wie z. B, in der folgenden Betrachtung
geschehen soll,

Erzeugung derKegelschnitte und der Kegelfliche durch
projectivische Gebilde,

37. Aus der Elementargeometrie bekannte Eigen-
schaften des Kreises zeigen fast unmittelbar die Erzeu-
gung desselben durch projectivische Gebilde, nﬁmhch
wie folgt.

Werden aus irgend zwei Punkten B, B, einer
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Kreislinie M (Fig. 37.) nach allen tbrigen Punkten q,
B, ¢,..... derselben Strahlena, b, c,.....; a,, b, c,,.....
gezogen, so bilden diese unter sich gleiche Winkel,
die paarweise ilber denselben Bogen stehen, namlich
es ist Winkel (ab) = (a,b,), (ac) = (a,¢,), (bc) =
(b,&)), ....., folglich sind die dadarch entstehenden Sirahl-
buschel B,B,, in Ansehung der Strahlenpaare a und a,,
b und b, ¢ und c,,....., projectivisch gleich (§.
13, IL). Denkt man sich etwa den Punkt a beweglich
und l4fst ibn dem Punkte B niher riicken, bis er end-
lich mit ibm zasammentrifft, wie ¢, so wird nothwen-
diger Weise der eine zugehbrige Strahl e den Kreis
berithren; eben so wird fiir den Punkt d, der mit B,
zusammenfillt, der eine zugehérige Strabl d; denKreis
bertiliren, so dafs also die den vereinigten Strablen e,, d
entsprechenden Strahlen e, d, den Kreis in B, B, be-
riihren*). Die Strahlbtischel B, B, befinden sich dem-
nach in schiefer Lage (§. 14.) und zwar sind sie, wic -
man sieht, gleichliegend **) (§. 13, 1L).

Sind andererseits A, A, (Fig.38.) irgend zwei Tan-
genten eines Kreises M, und sind q, r die ibnen pa-
rallelen Tangenten desselben, von denen sie wechsel-
seitig in den Punkten v, q, getrolfen werden, so wird,
wie leicht zu sehen, die Gerade v¢, durch den Mittel-
punkt M des Kreises gehulitet, so dafs Mr = Mg,
und es ist der Abschnilt ¢d == dq, und der Winkel

*) Dieses stimmt auch damit tberein, dafs die Winkel, welche
die entsprechenden Strahlenpaare a und a,, b und b,..... an den
Punkten 4, b, ..... unter sich bilden, alle gleich sind, und zwar
gleich den Winkeln, weiche die Selme ¢ mit dea Tangenten in
ibren Endpunkten bildet.

**) Dieser Umstand ist wesentlich; denn wenn die nimlichen
Strahlbiischel sich in schiefer Lage befinden und ungleichlie-
gend sind, so erzemgen sie, statt des Kreises, wie oben, die

gleichseitige Hyperbel, wie man zu seiner Zeit sehen wird.
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@ = a,. Ist ferner a eing;hwiybige andere Tangente, -
die jene etsteren A,A, in denPunkten a, &y schneidet,
80 bleibt, wenn man diese: mit dem Mittelpunkt M des
. Kreises durch die Geraden-}M4, Ma, verbindet, der
Winkel aMa, von unverinderlicher Grifse, wie auch
die Tangente a jbre Lage inderen mag, niwlich er
(oder sein Nebenwinkel bei solchen Tangenten wie h)
ist bestindig = @ =, *), und aufserdem sind,die Win-
kel =48 und y=y, daher sind die Dreiecke aMa,,
atM, Mg, q,, durch Gleichheit ibrer Winkel, ahnlich,
s0 dafs, vermdge der zwei letzteren, man hat:
ar : tM = Mg, : q,q,, odex - -
ar . a;q, = My . Mg, = Mr? = My,*

das heifst: .das Rechteck, ar,a,q,, unter den Abstin-
den der Punkte g, a,, in welchen irgend eine Tangente
* a die beiden festen Tangenten A, A, schneidet, von
den Durchschnitten ¢, q, der parallelen Tangenten r, q,
hat eine bestindige Grofse **), nimlich gleich dem Qua-
drate iiber My oder Mq,. Daraus erkennet man die
projectivische Beziehung der Tangenten A; A,, in An-
sehung der Punktenpsare @ und a,, 6 und b,, ....., in
welchen sie von den iibrigen Tangenten a, b, ...., ge-
schnitten werden (§.12, 1), so dafs also die letzteren
die Projectionsstrahlen sind, und dafs insbesondere r, q,
was schon durch ibre Bezeichnung angedeutet ist (§.
9, L), die Parallelstrablen sind. Lifst man in der Vor-
stellung die Tangente a sich so bewegen, dafs der Punkt
a sich dem Durchschnittspunkte d der festen Tangen-

¥) Denn vermdge des Drelecks-aMa, ist #+ 7 - «, =2 R,
und vermdge des Vierecks-arq,®, ist 28 42y 4 o4~ o, =4 R,
folglich ist 2¢, =c¢ 4 «,, nd da am a,, 80 ist ug =a = u,,

*¥) Brianchon hat diesen Saiz fiir alle Kegelschaitte bewie-
sen (Memoire sur les lignes du second ordre, XXVIL p. 27.);
spiterhin (§. 40, L) folzt derselbe unmittelhar.
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ten A, A, nihert, so wird gleichzeitig sein entsprechen-
der Pankt a, ‘dem Berithrungspunkte d, der Tangente
A, nther riicken, und zwar dergestalt, dafs wenn sich
@ mit d vereiniget, dann auch a, mit d, zusammenfillt.
Ebenso folgt, dafs der dem Beriibrungspunkte ¢ der
Tangente A entsprechende Punkt e¢,, im gegenseitigen

Durchschnitte der Tangenten A, A, liegt *).

Aus den beiden vorstehenden Untersnchungen fol-
gen -also nachstehende Satze.

Irgend awei Tangenten
(A, A)) eines Kreises sind
in Apsehung der emtspre-
chenden Puanktenpaare, in
welchen sie von den iibri.
gen Tangenten geschnitten
werden, projectivisch, und
zwar entsprechen dem in
jihrem Durchschnitte ver-
einigten Punkten b, ¢,, ihre

wirgend sweiPunkte(B,B ,)
eines Kreises sind die Mit-
telpunkte zweier projecti-
vischen Strahlbéschel, de.
ren entsprechende Strah-
len sich in den #brigen
Punkten der Kreislinie
schneiden, und zwar ent.
sprechen den vereinigten
Strahlen d, e, die wechsel-

wechselseitigen Berih-

pitigen aeitlgen Tangenten d,, e in
vungspunkte D, ¢

jenen Punkten (B, B,).”

38. Wie bereits oben bemerkt worden (§. 36, Ende),
folgen nun aus den eben aufgesteliten Sitzen vom Kreise
(§. 37.), unmittelbar entsprechende Sitze vom Kegel
zweiten Grades und dessen iibrigen Schnitten. Denn
wenn die Tangenten des Kreises K (Fig. 36.) projec-
tivisch sind, so sind auch die ihnen zugehdrigen ebenen -
Strahlbiischel im Strahlbiischel D, deren Ebenen den -
dem Kreise zugehdrigen Kegel D beriihren, unter sich
pro;echvnsch (§. 33.), und wenn die Strahlbischel im

*) Dieser Umstand kasn auch daraus bewiesen werden, dafs
wenn man sich die Gerade M denkt, dann vermdge der recht-
winkligen, einander Shulichen Dreiecke tMd, teM man hat rve.td
=tM.tM, und da rd = g,¢,, also anch ve.q ¢, == yM.¢M,
woraus man sieht, dafs e, ¢, dle obige Bedmgung zweier W
chenden Punkte erﬁillen.
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Kreise projectivisch sind, so sind auch die ihnen zugehs-
rigen Ebenenbfischel im Kegel unter sich projoctivisch,
80 dafs also unmittelbar nachstehende Sitze folgen:

L ,Inirgend zwei Berfib- L ,Irgend zwei Strahlen '

rungsehenen eines Kegels einer Kegolfliche zweitea
zweiten Grades befindemn Grades sind die Axen zwei-
sich zwei projectivische er projectivischen Ebenen-
ebene Strahlbiischel, deren béischel, deren entsprechen-
entsprechende Strahlen- deEbenenpaare sich in den
pasre nimlich in den iibri- brigen Strahler schuei-
gen Berihrungsebencn lie- den, und insbesondere ent-
gen, und insbesondere ent- sprechen den in der Ebene
sprechen den im Dureh- jener Strahlen vereinigten
schnitte jener Ebenen ver- Ebenen (J,¢,) diejenigen
cinigtenStrablen (d,e,) die. Ebenen (4,, ¢), welche den
jenigen Strahlen (d,, ), in Kegel in denselben berih-

welchep dieselben den Ke- ren.”

gel hertihren”

Und umgekehrt;

1L ,Jede zwei schieflie,
gende projectivische ebene
Strahlbiischel B, B,, die
sich in demselben Strahl-
bitschel D hefinden, erzeu-
gen einen Kegel zweiten
Grades, der jhre Ehenen
berithrt, d.h., die durch die
entsprechenden Strahlen-
pasre bestimmten Ebenen,
nebst denEbenen derStrahl.
biischel, sind die gesamm.
ten Beriihrungsebenen ei-
mes bestimmten Kegels
zweiten Grades, und zwar
berithrt er die Ebenen (B,
B,) der Strahlbiischel in
denjenigen Strahlen (d,, ¢)
deren entsprechende (4, ¢,)
im Durchschnitte dersel-
ben vereiniget sind.”

II. ,,Jede swei schieflie-
gende projectivische Ebe-
nenbiischel %, %,, die sich
indemselbenStrahlbiischel
D befinden, erzeugen einen
Kegel aweiten Grades, der
durch ibre Axen geht, d. b,
dieDurchschnitts|iniender
entsprechenden Ebenen-
paare nebst dem Axen der
Ebenenbiischel, sind die
gesammten Strahlen eines
bestimmtenKegels zweiten
Grades, und zwar wird er
in jenen Axen (%, ¥,) von
denjenigedEbenen(d,,¢) be-
rithrt, deren entsprechen-
de in der durch dieselben
bestimmten Ebene vereini-
get sind.”

- Da nun zwei projectivische ebene Strahlbiischel

~
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B, B, die in irgend zwei Bertibrungsebenen des Kegels
liegen, von einer belicbigen Ebene E in zwei projecti-
vischen Geraden A, A, geschuitten werden, und da
zwei im Kegel liegende projectivische Ebenenbfischel
A, ¥, von jener Ebene E in zwei projectivischen ebe-
nen Strahlbiischeln B, B, geschnitten werden (§.33.), g0
folgen also weiter, wie oben erwihnt worden, ftir alle

Kegelsch itte nachstehende merkwiirdige Sétze:

IIl. ,Jede zwei Tangen-
ten A,A,einesKegelschnitis
sind in Ansehung derPunk-
tenpaare, in welchen sie
von den Gbrigen Tangenten
geschnitten werden, pro-
jectivisch, und zwar ent-
sprechen den in ihrem
Durchschnitte vereinigten
Punkten (b, ¢,), ihre wech-
selseitigen Berﬂhrungs-
punkte (b, ¢).”

IIL ,Jede zvwei Pankte B,
B, einesKegelschnitts sind
die Mittelpunkte zweier
projectivischen ebenen
Strahlbiischel, derem ent-
sprechende Strahlen sich
in deniibrigen Punkten des-
selben schneiden, und gwar
entsprechen den vereinig-
tenStrahlen (d,e,) dieTan.
genten (d,, ) in den gegen-
seitigen Miuelpunkten
(B, B).”

Und umgekehrt:

IV. ,Jede zwei in einer
Ebene schiefliegende pro-
jectwwcbe Gerade A A, er-
zeugen einen Kegelschnitt,
der sie bertihrt, d. h., sie
und alle ihre Projections-
sirahlen sind die gesamm-
ten Tangenten eines be-
stimmten Kegelschnitts,
und zwar berihrt dieser
die Geraden in denjenigen
Punkten (¢, d,), deren ent-
sprechende (e,,d) in ihrem
* Durchschnitte vereiniget
sind”

IV. ,Jede zwei in einer
Ebene schiefliegende pro-
jectivische (ebene) Strahl-
biischel B, B, erzeugen ei-
nenKegelschnitt, der durch
ihreMittelpunkte geht, d.h.,
diese und die Durchschnit.
te~der entsprechenden
Strahlenpaare, sind die
gesammtenPunkte einesbea
stimmten Kegelschnitts,
und zwar wird dieser in
jenen Mittelpunkten von
denjenigen Strahlen (e, d,)
beriihrt,derenentsprechen-
de (e,, d) vereiniget sind.”

. Es darf kaum erwihnt werden, dafs zufolge der

obigen zweiten Anmerkung

{(§- 34.), bei projectivischen
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Gebilden’ auf der Kugel!idn ent:pra&ende S&tze statt
. fmden.

-39. Die 20 eben nfgatellten neuen Sitze tiber
den Kegel zweiten Grades und dessen Schuitte (§. 38
sind fir die Untersuchung dieter Figuren wichtiger als
alle’ bisher bekannten Sttze {iber dieselben, denn sie
sind die eigentlichen wabren Fundainentalsitze, - weil
sie nimlich so umfassend sind, dafs fast alle iibrigen
Figenschaften jener Figuren auf die leichteste und klarste
Weise aus ihnen folgen, und weil auch die Methode,
nach der, sie daraus hergeleitet werden, jede bisherige
Betrachtungsweise an Einfachheit und Bequemlichkeit
tbertrifft. ‘Wiewohl ich mir vorbehalte, die genann-
ten Figuren erst spiterhin ausfiibrlich zu untersuchen,
so kann ich' doch nicht umhin, hier schon einige der
néchsten Folgerungen aus jener Hauptquelle zu ziehen,
die zur Bestitigung der eben ausgesprochenen Behaup-
tung, als eine kleine Probe dienen mugen.

‘Was nimlich den weiteren Fortgang der gegen-
wiirtigen Betrachtung betrifft, so soll nun zunichst noch
auf einige besondere Umstlinde 'und Grenafille der er-
wihnten Sitze aufmerksam gemacht werden; und so-
dann sollen einige wesentliche Eigenschaften der Kegel-
schnitte (so wie des Kegels), di¢ zum Behufe spiiterer
Untersuchungen iiber projectivische Gebilde dienen, so
-wie auch einige Porismen aus denselben in kurzen An-
deutungen . entwickelt werden. Nachgehends soll zum
eigentlichen Hauptgegenstande zuriickgekehrt, und zwar
die Erzeugnisse projectivischer Gebilde, die im Raume
beliebig liegen, untersucht werden. '

Besondere Fille

40. Bei den obigen Sitzen (§. 38, II, u. IV.) ist
zavbrderst rioch anzugeben, welche verschiedene Ge-
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stalten die erzeugtén Figuren haben kdhnen: weren zn
erkennen, za welcher Klasse (§. 36.) der durech zwei
projectivische Gebilde erzeugte Kegelschuilt gehdre,
und ob durch diesglben zwei Gebilde, jo machdem sie
anders liegen, ein Kegelschnitt anderer: Art. erzeugt
wrerde? Fiir einige Fille folgt die Antwert: auf dies¢
KFragen ummittelbar aus vorangegangemen Sktsen, fir dis
iibrigen wird.sie spiter folgen. Folgendes 1&ist sich
niimlich in Beziehung auf diese Fragen nmnlmlhr
angeben.

I. Da zwei projectivisch 3hnliche Gerade A, A,
einen unendlich entfernten Projectionsstrahl haben, und
umgekehrt dieselben fhnlich sind, wenn fhre unendlich
entfernten Punkte sich entsprechen, oder wenn sie einen
-unendlich entfernten Projectionsstrahl haben (§. 13, L),
und da von den Kegelschnitten nur die Parabel eine
unendlich emfemte Tangente hat (§ 36, IL), so fol;t
also (§. 38, IV.):

»Dafs zwei in einer Ebene schief liegende
projectivisch &hnliche Gerade A, A, eine Pa-
rabel erzeugen.” Und umgekehrt:

,Dafs je.zweiTangenten einer Parabel von
allen itbrigen Tangentep derselben projecti-
wvisch dhnlich geschnitten werden.”

Der letatexe Satz' ist, mit endern Worten alsge-
sprochen, allgeinein bekannt, . Da bei zwei projectivisch
shnlichen  Geraden keine Paraliclstrahlen statt finden
(§. 13, L), so folgt ferner: ,Dafs von den nicht
unendlich entfernten Tangenten einer Para-
bel keine zwei parallel sein kdnnen.”  (Die nn-
endlich entférnte Tangente kann als mit jeder anderen

parallel angesehen warden). -
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‘Zwei beliebige projectivische Geraden A, A,, die
picht Sbnlich sind; konnen also nie eine Parabel er-
zeugen, wohl aber kdnnen die nimlichen zwei Geraden
sowohl Ellipsen als Hyperbeln erzeugen, je nachdem
die in ibrem ‘Darchschnitte vereinigten Punkte (b, ¢;)
beschaffen sind, welcher Umatand spliter in Erwligung
gézogen werden soll: Der Winkel, den die Geraden
unter sich bilden, hat demnach auf die Art des Kegel-
schnitts keinen Einflufs, sondern nur auf dessen be-
sondere Gestalt, so z. B. giebt es ein System von
- Punktenpaaren, die so beschaffen sind, dafs wenn eins
derselben im Durchschnitte der Geraden vereiniget ist,
alsdann die letzteren unter' einem bestimmten Winkel
einen Kreis erzeugen. Werden insbesondere die Durch-
schnitte v, g, der Parallelstrablen, d. h., die Punkte,
deren entsprechende r,, q unendlich entfernt sind, im
Durchschnitte der Geraden vereiniget, so ist der Kegel-
schnitt offenbar eine Hyperbel und die Geraden sind
die Asymptoten derselben (§. 36, III u. §. 38, IV.);
daher folgen unmittelbar die bekannten Eigenschaften
der Hyperbel: ,Dafs das Rechteck unter den Ab-

schnitten ra, q,a,, oder tb, q,5,, ....., welche ei-
ne beliebige Tangente a,b,.....von den Asymp-

toten (A, A) abschneidet, eine bestindige
Grofse hat (§. 12.);" ,dafs daher auch der In-
halt des Dreiecks vaa,, welches die Tangente
niit den Asymptoten einschliefs, constant ist,”
und ‘andere Eigenschaften mehr, die ~spliter vollstindig
aufgezihlt werden sollen.

Da'‘die Geraden A, A, im gegemvamgen Falle
(wo sie nicht #hnlich sind) Parallelatmhlen r, q haben,
so folgt also:

aDafs sowohl bei der Elhpse als hex der




40. Erzeug.d.Kegelsch, u. d.Kegelfl., besond, Fille, 143

Hyperbel die Tangenten paarweise parallel
sind”™). ‘

Hierbei folgt auch’ unmittelbar der oben (§. 37.)

in der Note erwihnte Satz von Brianchon, in Bezug
auf die Durschaitte v, q, der Parallelstrahlen, wie leicht
zu. sehen.
) Beobachtet man die Geraden A, A, wibrend sie
allmiiblig aus der schiefen in die perspectivische Lage
iibergchen, so sieht man, dafs der Kegelschnitt zaletzt
in diejenige Gerade (ee,) fibergeht, welche den entste-
henden Projectionspunkt B mit dem Durcbschnitte (ee,)
der Geraden verbindet, und zwar gebt die Ellipse in
das durch die Punkte (ee;), B begrenzte Stiick, die
Hyperbel in die beiden iibrigen (unendlichen) Stticke,
und die Parabel, bei welcher der Projectionspunkt B
sich ins Unendliche entfernt (§. 13, L), in die eine
Halfte der durch den Pankt (ee,) getheilten Geraden
(ee,) iiber.

II. So wie bei awei projectivischen ebenen Strahl-
biischeln B, B,, die in ejner Ebene concentrisch lie-
gen, entweder zwei, oder nur eim, oder gar kein
Paar entsprechende Strahlen sich vereinigen (§. 16, IL),
gleichermafsen werden, wenn die Strahlbtischel beliebig
liegen, entweder zwei, oder nur ein, oder gar kein
Paar entspréchende Strahlen parallel sein; denn lifst
man, von jener Lage ausgehend, den einen Strahlbiischel -
sich so bewegen, dafs sich jeder Strahl sich selbst paral-
lel bewegt, 8o hat man die letztere Lage, und die zuvor -
vereinigten entspreclienden Strahlenpaare werden so-
dann parallel sein. Sind aber zwei entsprechende Strah-

*) Diese Eigenschaft folgt auch leicht aus der obigen Betrach.
tang.des Kegela (5. 36.), wie man im sweiten Abschniite sehen
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len' parallel, so zeigt dies an, dals der erzeugte Kegel-
schnitt einen unendlich entfernten Punkt habe, mach
welchem sie gerichtet sind, daber konnen dieselben
zwei Strablbiischel, im Aligemeinen, Kegelschnitte von
allen drei Arten erzeugen, je nachdem sic gegen eim-
ander gerichtet sind (§. 36, u. §. 16, IL.), und zwar
wie folgt: '

a) ,Zwei gleichliegende projectivische ebe-
ne Strablbiischel B, B, kdnnen Ellipsen, Para-
beln, oder Hyperbeln erzeugen, je nachdem
sie gegen einander gerichtet sind, nimlich in-
nerbalb eines bestimmten Spielraums erzeugen
sie nur Ellipsen, an den beiden Grenzen des-
selben, also in zwei bestimmten Richtungen,
wo die Strahlen g, g,, oder h, b, parallel sind
(§ 16, IL), erzeugen sie Parabeln, und jenseits
digser Grenzen erzeugen sie nur Hyperbeln.”
Und

- b),Sind die Strahlb@schel ungleichliegend,
s0 erzeugen sie nur Hyperbeln”.

Da, im Falle die Strahlbiischel eine Hyperbel er-
" zeugen, die zwei Paar parallele entsprechende Strablen
nothwendiger Weise den Asymptoten parallel sein miis-
sen, weil sie mit diesen nach denselben unendlich ent-
fernten Punkten gerichtet sind; und da die Hyperbel
" gleichseitig heifst, wenn die Asymptoten zu einan-
der rechtwinklig ind, so folgt also: ,Dafs die$trahl-
biischel in beiden vorstehenden Fillen (a, b.)
eine gleichseitige Hyperbel erzeugen, wenn
man sie s0. gegen einander richtet, dafs die
Schenkel (s und 8, t und t,) der entsprechen-
den rechten Winkel (§ 9, IL) parallel sind”

Sind insbesondere die Strablbiischel B, B,.gleich,

© 80
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so erzeugen sie im Falle (a) einen Kreis (§. 37), und
im Falle (b) eine gleichseitige Hyperbel.

Li(st man die beliebigen Strahlbiischel B, B, all-
mihlig in perspectivische Lage ibergehen, nimlich da-
durch dafs zwei parallele entsprechende Strahlen auf-
einander fallen, welches also nur von der hyperboli-
schen und parabolischen Lage aus geschehen kamnn, so
sieht man, dals der Kegelschniit zuletzt in zwei be-'
stimmte Gerade {ibergeht, wovon die eine der entste-
hende perspectivische Durchschnitt A und die andere
der gemeinschaftliche (durch beide ‘Mittelpunkte B, B,
gehende) Strahl BB, ist. Bei der parabolischen Lage
werden diese zwei Geraden parallel.

Lifst man die Strahlbiischel B, B, in concentrische
Lage iibergehen, so geht die Hyperbel in zwei und
die Parabel in eine Gerade iiber, nimlich in dieje-
nigen Geraden, in welchen entsprechende Strahlen zu-
sammenfallen, dagegen zieht sich die Ellipse in den ge-
meinschaftlichen Mittelpunkt (BB;) der Strahlbiischel
zusammen. )

1IL. Beim Kegel im Allgemeinen finden keine so
wesentlich verschiedene Klassen statt, wie bei seinen
Schnitten (§. 36,), wohl aber bei einem besondern
Falle desselben, er kann nimlich, wie folgt, in Grenz-
fille ibergeben und besondere Gestalt erhalten.

Der von zwei projectivischen Ebenenbiischeln %, %,,
oder ebenen Strahlbiischeln B, B, erzeugte Kegel
(§. 38, 1) #ndert nothwendiger Weise seine Gestalt
je nachdem die Gebilde so oder anders gegen einan-
der gerichtet sind, er kann runder oder platter werden,
und wenn insbesondere die Gebilde in perspectivische
Lage kommen, so gebt der Kegel in folgende Grenz-
fille tiber: bei den Ebenenbiischeln %, ¥, in zwei
Ebenen, wovon die eine der perspectivische Durch-

: 10
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schnitt B (§. 31.) derselben und die andere die durch
beide Axen %, ¥, gehende Ebene (e¢,) ist (in welcher
letzteren zwei entsprechende Ebenen &, ¢ vereiniget
sind), und bei den Strahlbiischeln B, B, in diejenige
Ebene, welche darch die Projectionsaxe A dersel-
ben und durch die Durchschnittslinie (ee,) der Ebenen
B, B, geht.

Lifst man die nimlichen zwei Ebenenbiischel 9%, %,
ibre Lage allmiblig so Znderen, bis ihre Axen 9%, %,
parallel sind, so miissen nothwendiger Weise alle
Strahlen des Kegels mit denselben parallel werden, so,
dafs sich sein Mittelpunkt D ins Unendliche entfernt.
In diesem besonderen Falle heifst die erzeugte Figur
picht mehr Kegel, sondern ,Cylinder,” und zwar
Cylinder zweiten Grades. Bei dieser besonderen
Lage der Ebenenbiischel %, ¥, konnen, ebenso wie
bei zwei projectivischen ebenen Strahlbiischeln B, B,
in einer Ebene (IL), entweder zwei, oder nur ein,
oder gar kein Paar entsprechende Ebenen parallel
sein (§. 31, 1IL), und daher kann die Cylinderfliche 3
entweder zwei, oder nur einen, oder gar keinen
unendlich entfernten Strahl haben, wodurch sich drei
Klassen von Cylindern von einander unterscheiden, die
nach der Reibe hyperbolische, parabolische und
elliptische Cylinder heifsen. Die Bedingungen, un-
ter welchen die Ebenenbiischel den einen oder den
anderen dicser drei Cylinder erzeugen, sind den obi-
gen, unter welchen die ebenen Strahlbtischel B, B, den
einen oder anderen der drei Kegelschnitte erzeugen
(IL), ganz &bnlich. Dies gilt auch von dem besonde-
ren Falle, wenn die Ebenenbtischel %, 9, gleich sind,
in welchem Falle sie n#mlich entweder den sogenann-
ten geraden, oder den gleichseitig hyperbolischen
Cylinder erzeugen.
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‘Wird der Cylinder von irgend einer Ebene E ge-
schnitten, so werden die ihn erzeugenden Ebenenbti-
schel 9, %, in zwei ebenen Strablbiischeln B, B, ge-
‘schnitten, die sich nothwendiger Weise in Hinsicht
paralleler entsprechender Strahlen in gleichem Falle be-
finden, als die Ebenenbilschel ¥, ¥, in Hinsicht paral-
leler entsprechender Ebenen (weil parallele Ebenen von
jeder anderen Ebene in parallelen Geraden geschnitten
werden), daber kann die Ebene E den ersten Cylinder
nur in einer Hyperbel, den zweiten nur in einer
Parabel, und den dritten mur in einer Ellipse schnei-
den (IL). Wird die schneidende Ebene E den Strah-
len der Cylinderfliche, oder den Axen %, ¥, parallel,
80 geht der Schnitt in zwei solche Strahlen tiber, da-
her folgt: ,dafs zwei parallele Gerade als
Grenzfall sowohl von der Hyperbel, als der
Parabel, oder als der Ellipse anzusehen sind.”

Andererseits kann der Cylinder nur durch solche
besondere ebene Strahlbiischel B, B, erzeugt werden,
die aus parallelen Strahlen bestehen. Es findet bei
ibnen Aechnliches statt, wie oben bei den Geraden A,
Al ([-)o A N

Der von zwei projectivischen Ebenenbiischeln %,
9l,,. oder von zwei projectivischen ebenen Strahlbii-
scheln B, B, (deren Strablen parallel sind) erzeugte
Cylinder geht, wenn die Gebilde in perspectivische
Lage gelangen, im ersten Falle in zwei und im an-
deren Falle in eine Ebene iiber, auf dieselbe Weise
wie oben der Kegel.

Einige Eigenschaften der Kegelschnitte,

41. 'Wie bereits oben erwihnt (§. 39.), sollen nun
einige bemerkenswerthe Sitze fiber die Kegelschnitte
' - 10
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aus den obigen Fundamentalsitzen (§. 38,11 IV.) in ge-
driingter Kiirze entwickelt werden.
L Da die projectivische Bezichung zweier Gera-

raden A, A, bestimmt ist, sobald irgend drei Paar ent-

sprechende Punkte oder irgend drei Projectionsstrablen
a, b, ¢ gegeben sind, und da eben so die projectivi-
sche Beziehung zweier Strablbiischel B, B,. darch drei

_entsprechende Strahlenpaare a und a;, b und b,, c-und

7

‘c;, oder durch deren Durchschnitle a, b, ¢, bestimmt
ist (§. 30, 3), so folgen ummiltelbar nachstehende Sitze

G638 1IV): . . . .

wDurch ngen& finf Tan- ,Durch irgend fanfPuank-
gentea (A, A,, o, b, ¢) ist te (B, B, . $, ¢ in einer
ein Kegelschnitt bestimmt, Ebene ist ein Kegelschnitt
d. h., finf beliebige Gerade bestimmt, d, b, fgnf belie-
in einerEbene kdnnen alle- bige Punkte in emerEbene
mal ven einem, aber nur liegen allemal in einem,
vom einem einzigen Kegel- aber nur in einem einzigen
schnitt berGhrt werden” Kegelschnitt”

Diese Sitze finden imwmer statt, die gegebenen fiinf
Elemente migen. welche gegenseitige Lage haben als
snam will, wenn ndmlich auch die Gremzfille, in wel-
ché der Kegelschnitt fibergehen kann (§. 40, I, IL), ge-
stattet werden; nur in dem einzigen Falle, wo voa den
finlf gegebemen Geraden sich vier in eimem Punkte
schneiden, oder von den fiin{l gegebenen Punkten vier
in einerGeraden liegen, ist der Kegelschnitt nicht voll-
kommen. bestimmt. - Wie bei jedem vorgelegten Falle
die Gestalt oder Art des Kegelschnitts leicht zu erfor-
schen ist, wird spiter gezeigt.

IL. Aus (§. 24, lIL) sieht man, wie, wenn irgend fiinf
Tangenten oder irgend fiinf Punkte eines Kegelschnitts

- gegeben sind, alsdann beliebige andere Tangenten oder

beliebige andere Punkte desselben, mittelst des Lineals
allein, zu finden sind.
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HL Nack (§. 18.) folgt: - ‘ .

1. ,Dafe darch irgend ei-

1. ,Dafs irgead. eine Geo

nen Pynkt in der Ebene ei- rade in der -Ebene eines
nesKegelschnitts im Allge- Kegelschnitts den letste-
meinen und h3chstens nur ren im Allgemeinen und

zwei Tangenten-des letz-
teren geben Nimlich es ge.
hen zwei, -oder npur eine
oder gar keine Tangente
durch dengenanntenPunkt,
je nachdem derselbe aus.
serhalb, oeder in, oder in-
perhalb dem Kegelschnitte
liegt.

hdchsteps nur in sweiPunk-
ten schneidet Namlich die
genannte Gerade kann den
Kegelschnitt entweder in
swei Punktem schaeiden,
oder nur in einem Punkt
treffen, d,b,, ihn beriéhren,
oder ihm gar nicht begeg-
nell.” .

Diese Eigenschaft der Kegelschnitte bewirkt, dafs

dieselben ,Linien der zweiten Klasse”*) und,Li-
nien der zweiten Ordnung” genannt werden. Die-
selben Eigenschaften lassen sich auch, mittelst des Ke-

gels (§. 36.), vom Kreise herleiten,
Es folgt ferner (§. 18)r ‘

. 2. ,Dafs und wie man,
wenn finf Tangentep eines
Kegelschnitts gegeben sind,
ohnedals erselbst gezeich:
net vorliegt, die durch jr-
gend einenPankt gehenden
Tangenten desselbed blofs
darch Hiilfe des Lineals
ziehen kdnne,sobald in der,

2. ,Dafs und wie man,
wenn finf Punkte einesKe-
gelschnitts gegeben sind,
ohne dafser selbstgezeich.
net vorliegt, die in irgend
einer Geraden liegenden
Punkte desselben, blofs
durch Hiulfge des Lineals
findenkdnne, sobald in der-

selben Ebene irgend ein selben Ebene itgend ein
Kreis (ader sonstigerKegel- Kreis (oder sonstiger 3(0-
schnitt) gegeben jst.” _ gelschaitt, gegeben ist.

42. I. Da durch fiinf Elemente ein Kegelschnitt

bestimmt ist (§. 41, 1), so milssen zwischen sechs Ele-

*) Gergonne nennt eine Curve, an welche von irgend ei-
nem Punkte aus, hichstens u Tamgenten gehen, eine Curve der
nten Classe. - T
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menten desselben ‘nothwendiger Weise bestimmte Be-
zichungen statt finden; diese Bezichungen sind zum
Theil in (§. 24, 1.) enthalten und lassen sich hier wie
folgt tibertragen (§. 38, IV.):

1. ,Bei jedem einem Ke- 1. ,Beijedem einem Ke-
gelschnitte umschriebenen gelschnitte eingeschriebe-
Sechseck (d.h., dessenSei- nen Sechseck (d. bh., dessen
ten Tangenten des Kegel- Ecken im Kegelschnitte
schnitts sind) treffen die liegen) liegen die drei
drei Hauptdiagonalen, wel- Durchschnittspunkte der
che nimlich die gegeniiber einander gegentiber ste-
stehenden Ecken verbin- henden Seitenpaare, alle-
den, in irgend einem Punk- mal in irgend einer Gera-
te zusammen.” den”

Und umgekehrt:

2., Treffen die dreiHaupt- 2. ,Liegen die dreiDurch-
diagonalen eines Sechs- schnitte der gegeniber ste-
ecks in irgend einemPunk- henden Seitenpaare eines
te zusammen, so werden Sechsecks in irgend einer
seine Seiten von irgend ei- Geraden, so liegen seine
nem bestimmten Kegel- Ecken in irgend einem Ke-
schaitte beriihrt” ) gelschnitte” .

Den Satz rechts (1.) hat Pascal*) und den links
Brianchon*) zuerst bekannt gemacht. Pascal
nannte das betreffende Sechseck ,, Hesagrammum my-
sticum.” In einer Abhandlung, die verloren gegangen
ist, soll er eine vollstindige Behandlung der Ke-
gelschuitte auf seinen Satz gegriindet haben. Spiter
wurde der Pascalsche Satz vornebmlich von Mac-
Laurin, Robert Simson und Carnot bewiesen,
und auch Schwab theilt denselben, im Anhange zu
Euklides Data, insbesondere vom Kreise mit. Seit
Brianchon seinen Satz entdeckt hat, erkannte man

°) In seinem , Eseas sur les Conigues.
**) Im XIII. HeRt des Journal de PEcole Polytéchnigue.
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besonders die Wichtigkeit der beiden Sitze fur die
Betrachtung der Kegelschnitte, und deshalb wurden sie
in neuerer Zeit so hiufig und verschiedenartig bewiesen,
wie nur selten geometrischen Sitzen gleiche Aufinerk-
samkeit zu Theil ward. Namentlich haben sich damit
die franzdsischen Mathematiker Gergonne, Poncelet,
Chales, Sturm, Bobillier u. a. m., der belgische
Dandelin, und die deutschen Moebius und Pliicker
beschiftiget. Die gegenwirlige Ableitung der Sitze
beleuchtet sie von einer mneuen Seite, sie zeigt, dafs
dieselben nicht die eigentliche Grundlage fiir die Unter-
suchung der Kegelschnitte sind, sondern dafs sie viel-
mebr, mit vielen andern Eigenschaften zugleich, aus einer
umfasserideren Quelle, nimlich aus der Beziehung pro-
jectivischer Gebilde, sehr leicht und klar hervorgehen.
Einc wesentliche Vervollstindigung der beiden Sitze
habe ich zuerst bekannt gemacht, im XVIII. Bd. der
Annales de Mgthématiques; dieselbe soll auch hier wei-
ter unten (im Anhange) wiederum zum Beweise vorge-
legt werden.

Die. frilheren Sitze (§. 23, III.) sind als Grenzfille
der vorstehendepn anzusehen, wie man leicht bemerken
wird (§ 40.).

Die oben stehenden Sitze (1,2.) konnen auch auf
eine andere Art aufgefalst und ausgesprachen werden,
und zwar so, dafs statt des jedesmaligen Sechsecks,
zwei Dreiecke betrachtet werden, welche durch die-
selben sechs Elemente bestimmt sind, nimlich statt des
umschriebenen Sechsecks diejenigen zwei Dreiecke, wo-
von das eine die erste, dritte und fiinfte, und das an-
dere die zweite, vierte und sechste Ecke des Sechs-
ecks zu Ecken bhat, und statt des eingeschriebenen
Sechsecks diejenigen zwei Dreiecke, von- denen das
eine die erste, dritte und fiinfte, und das andere die
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zweite, vierte und sechste
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- 42,
Seite desselben -zu "Seiten

bat. In dieser Hinsicht lautén die Sétze wie folgt:

3. ,,Treffen die drei Ge-
‘raden, welche die Ecken
zweier in einer Ebene lie-
gendenDreiecke, in irgend
einer Ordnung paarweise
genommen, verbinden; in

3. ,Liegen die drei Punk-

te, in welchen die Seiten

sweier in einer Ebene lie-
gendenDreiecke, in irgend
einer Ordnung paarweise
genommen, sith schneiden,

" irgend einem Punkte zu- inirgend elnerGeraden, so
. sammen, so werden die liegen die fibrigen sechs
gbrigen sechs Geraden, Punkte, in welchen dieSei-
welche dieEcken des einen ten des einen Dreiecks die
Dreiecks mit denen des an- des anderen schneiden, al-
deren verbinden, allemal lemal in irgend einem Ke-
von irgend cinem Kegel- gelschnitte” Und auch um-
schnitte berdhrt” Und auch gekehrt :
umgekehrt. . ’

1L Vermdge der Schlufshémerkungen in den Sitzen
(§. 38, 1V) folgt, dafs, wie bei der obigen Aufgabe
(§- 24, Il b, B.) bei zwei schiefliegenden projectivi-
schen Gebilden (A, A,, oder B, B,) die den vereinig-
ten Elementen (b, ¢,, ader d, e,) entsprechenden Ele-
mente (d,, ¢, oder d,, ) gefunden worden, durch das-

selbe Verfahren auch:

»Wenn ffinf beliebige
Tangenten eines Kegel-
schnitts gegeben sind, die
Beriihrungspunkte dersel-
ben nur mit Hélfe des Li-
neals gefunden werden
kdnnen.” :

»Wenn fnf beliebige,
Punkte einesKegelschnitts
gegeben sind, die Tangen-
ten in denselben nur mis
Hialfe des Lineals gefun-
den werden kdnnen,”

Es sind darin zugleich die nachstehenden bekann-

ten Sitze emhalten; ,

»Bei jedem einem Kegel-
schnitte umschriebenen
" Fiinfecke treffen die Dja-
gonalen, welche frgend
sweiEckenpaare verbinden

»Bei jedem einem Kegel-
schnitte eipgeschriebenen
Fiinfecke liegen die Durch-

schnittspupkte irgendzwei- <

er Seitenpaare und der
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und die Gerade, welche Darchschnittspunkt, wel-
diejedesmalige finfteEcke chen die jedesmalige fiafte
mit dem Berlthrungspunkte Seite mit der Tangente in
der gegenitber stehenden der gegentiber sfehenden
Seite verbindet, einander Ecke bildet, allemal in in

Einige Eigenschaften der Kegelschnitte.

in irgend einem Punkte.”

gend einer Geraden,”

HI. Die S&tze in (§. 24, IL) lassen sich hier, mit
anderen Worten, wie folgt, wiederholen (§. 38, 1V.):

1. ,Bei allen einem Ke-
gelschnitte umechriebenen
- Vierecken, beiwvelchen ein
Paar gegeniiber stehende
Seiten in irgend zwei fe-
iten Tangenten desselben
ich befiaden, 1liegt der
Durchschnittspunkt der
Geraden, welche dnrch die
gegeniber stehendenEcken
gchen (Diagonalen), in ei-
ner. und derselben be
stimmten Geraden, die
nimlich durch die Beriih-
.rungspunkte jener zwei fe-
sten Tangenten geht”

L ,Bei allen einem Kegel-
schnitte eingeschriebenen
Vierecken, bei welchen
das eine Paar gegentiber
stehende Ecken in irgend
zwei festen Punkten des-
selben sich befinden, geht
die Gerade, welche die
Durchschnittspunkte der
gegentiber stehenden Sei-
ten verbindet, durch einen
und denselben bestimmten
Punkt, der nimlich in dea
zu jenen festen Punkten ge-
harigen Tangenten liegt
(ihr Durchschnittspunkt
ist).” -

Diese allgemein bekannten Sitze werden kiirzer,

wie folgt, ausgesprochen:

2. ,Bei jedem einem Ke-

2. ,Bef jedem einem Ke-

gelschnitte umschriebenen gelschnitte eingeschriebe-
Vierecke gehen die beiden nen Vierecke liegen die
Diagonalen und dieGerade, Durchschnittspunkte det
welche die Berfihrungs- gegeniiber stehenden Sei-
punkte zweier gegeniiber ten und der Durchschnitt
stehender Seiten verbin- der Tangenten in zwei ge
det, durch einen und den- gentiber stehenden Ecken,
selben Pankt” in einer Geraden”

Oder fiir das vollstindige Vierseit, welches durch
irgend vier Tangenten eines Kegelschnitts gebildet wird,
und fir das vellstindige Viereck, welches durch ir-
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gend vier Punkte eines Kegelschnitts bestimmt wird,
da jedes drei einfache Vierecke (oder Vierseite) ent-
hilt (§. 19.), folgen daraus unmittelbar nachstehende
Eigenschaften: P

3. ,Werden n‘gend vier Tangenten eines
Kegelschnitts als ein vollstindiges Vierseit
und ihre vier Beriihrungspunkte als ein voll-
stindiges Viereck angesehen, sind etwa A, A,
A,, A, (Fig.39) die vier Tangenten und g, q,, a,,
a; die vier Beriihrungspunkte, so findet zwi-

jclien denselben folgende Beziehung statt:

Die drei Diagonalen bg,
_¢f, de des vollstindigen
Vierseits fallen mit den
drei Geraden yp, ri,v;, wel-
che die Durchschnitte p,9,}
der gegeniiber stehenden
Seiten des vollstindigen
Vierecks verbinden, zu-
sammen,”

Zufolge dieses Satzes

Die drei Durchschnitte
¥, 9, § der gegeniiber ste-
henden Seiten- des voll-
stindigen Vierecks fallen
mit den drei Duarchschnit-
ten £, 9, { der Diagonalen
des vollstindigenVierseits
zusammen,”

kann man also, wie man

sieht, sehr leicht mittelst des Lineals:

4. yWenn irgend vier
Tangenten A,A,, Ay, A; ei-
nes Kegelschnitts und der
Berihrungspunkteiner der-
selben, etwa q, gegeben
sind, die Beriihrungspunk-
te 4,, A, 0; der drei @bri-
genTangenten finden.” Denn
durch die vier Tangenten sind
die Punkte r, v, § gegeben,
durch diese und durch @ werden
die Strahlen d, ¢, b bestimmt,
welche durch dle gesuchten Punkte

@, Re, 4, gehen.

4. ,Wenn irgend vier
Punkte a,0,,0,,0, eines Ke-
gelschnittsund dieTangen-
te in einem derselben, etwa
A, gegeben sind, die Tan-
gentenA, A, A in den drei
tibrigen Punkten finden.”?
Denn durch die vier Punkte sind
die Geradenry, rj, v} bestimmt,
durch diese und durch A sind
die Punkte d, ¢, b gegeben, wel-
che in den gesuchten Tangenten

A,, A,, A, liegen,

‘IV. Die Sitze in (II. und IIL), nebst vielen ande-
ren Sitzen, kann man, wie es einige franzdsische Mathe-

-
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matiker gethan baben, dadurch aus den Sktzen in (1) ab-
leiten, dafs man von den jedesmaligen sechs Elementen
des Kegelschnitts allniblig ein oder zwei Paar, u.s. w.,
sich vereinigen lifst. Auf diese Weise folgen z. B., wenn
man in (I, 3)) die beiden Dreiecke (sowohl links als
rechts) sich allm3hlig so verinderen lifst, dafs die Sei-
ten des einen zuletzt den Kegelschnitt bertihren, wo-
bei dann nothwendiger Weise die Ecken des anderen
in die Berithrungspunkte der Seiten des ersteren zu lie-
gen kommen, unmittelbar nachstehende bekannte Sitze:

Einige Eigenschaften der Kegelschnitte.

1. ,Bei jedem einem Ke-
gelschnitte umschriebenen
Dreieck treffen die drei
Geraden,welche die Ecken
mit den Berihrungspunk-
ten der gegeniiber stehen-
den Seiten verbinden, in
irgend einem Punkte zu-
sammen.”

1. ,Bei jedem einem Ke-
gelschnitte eingeschriebe-
nen Dreiecke liegen die
drei Punkte, in welchen
die Seiten von denTangen-
ten in den gegendiber ste-
henden Ecken geschnitten
werden, in irgend einer
Geraden”

Und umgekehrt:

2. ,,Zieht man ans den
Ecken eines Dreiecks

durch irgend einen Punkt

drei Gerade, so begegnen
diese den gegeniiber ste-
henden Sejten in drei sol-
chen Punkten, in welchen
sie von irgend einem be-
stimmtenKegelschnitte be-
rithrt werden.”

2 ,Schneidet man die
Seiten eines Dreiecks
durch irgend eine Gerade,
so sind die drei Geraden,
welche die Durchschnitte
mit den gegeniiber stehen-
den Ecken verbinden, Tan-
genten irgend eines be-
stimmten, dem Dreiecke
umschriebenen Kegel-
schnitts.”

Man sieht, wie man vermdge .dieser Sitze sehr

leicht:-

3. ,Wenn irgend drei
Tangenten eines Kegel-
schnitts und die Beriih-
rungspunkte zweier dersel-

8. ,Wenn irgend drei
Punkte eines Kegelschnitts
und die Tangenten in zwei-
en derselben gegeben sind,
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ben gegeben sind, den Be- die Tangente im drittea
rithrungspunkt der dritten finden lunn" ’
finden kann”

Die vorstehenden Stitze sind vieler F.olgenmgen
fahig, die aber gegenwirtig nicht- ausgefilhrt werden
dtirfen; spiter soll ein Theil davon entwickelt werden,
Eine grofse Reibe von Sitzen, mit denen sie in Be-
ziehung stehen, habe ich im ersten und zweiten Hefte
des XIX. Bandes der Anmales de Mathématiques be-
kannt gemacht. -

43. I. Andere Bezichungen zwischen sechs gleich-
namigen Elementen eines Kegelschnitts (§. 42, ) griin-
den sich auf die Gleichbeit der Doppelverhiltnisse bei
projectivisoben Gebilden, und lauten wie folgt (§. 10, .

und §. 38, IIL.):

1. ,Bei irgend sechs Tans
genten eines Kegelschnitts
werden je zwei von den
jedesmaligen vier fibrigen
so geschnitten, dafs die
‘Doppelverhiltnisse aus
den Abschnitten gleich
_ 8ind” Oder

,,Irgend vier feste Tan-
genten eines Kegelschnitts
schneiden alle @brigen
Tangenten desselben nach
einem und demselben Dop-
Pelverhﬂltnll‘se"

1. ,Bei irgend sechsPunk-
ten einesKegelachnitts be-
stimmen je swei mit den
vier iibrigen solche Strah-
len, dafs die Doppelver-
hiltniege der Sidusse der
dazwischen liegenden Win.
kel gleich sind™ Oder

wirgend vier feste Punk-
te eines Kegelschnitts be-
stimmen mit jedem andern
Punkte desselben vier
Strahlen denen ein und
dasselbeDoppelverb:ltmfﬂ
zukommt.”

Und umgekehrt:

,,Alle maglichen Gera-
den, welche von irgend
vier festen Geraden nach
einem und demselbenDop-
pelverhaltnifs geschnitten
werden, sind, sammt den
vier festen Genden. Tan-

2 ,Alle mdglichen Punk-
te, welche mit irgend vier
festen Punkten vier solche
Strahlen bestimmen, de-
nen ein gegebenes Doppel-
verhiltnils zukommt, lie-
gen in irgend einem, durch
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gentem irgend eines be- die vier feston Puakte ge-
stimmten Kegelschnitts.” henden Kegelschnitt.”

Die. Sitze links sind, unter anderer Form abge-
fafst, bekannt. A

Die vielen Folgerungen, die sich aus. demn vorste-
henden Sitzen ziehen lassen, milssen hier iibergangen
werden; nur der nachstehende besondere Fall soll ge-
genwiirtig in Betracht gezogen werden. .

II. Wean bei den vorigen Sitzen die erwihaten
Doppelyerhiltnisse den besonderen Werth a= 1 haben,
so dals also die jedesmaligen . betreffenden vier Ele-
mente harmonisch sind (§ 12, IL.), so luiten die Sitze
insbegsondere” wie folgt.

1. ,,Schneiden vier Tan- 1. ,Bestimmen vier Punk-

geaten cmes‘Kegehchmtts
irgend eine finfte harmo-
nisch, so schneiden sie
auch jede andere Tangente
desselben ebenso.”

te eincs Kegelschnitts mit
irgend einem fénften har-
monische Strahlen, so thun
siemitjedem anderenPunk-
te desselben ein Gleiches”

Und umgekehrt:

2. ,Alle Geuden, welche
von irgend vier festen Ge-
raden harmonisch geschnit-
tem werden, beriihren ei-
nen bestimmten Kegel
schnitt, welchee auch von
jenen festen Geraden be-
riihrt wird”

2. ,Alle Punhe, welche
mit ugena vier festenPunk-
ten vier harmonischeStrab-
len bestimmen, liegen in
einem bestimmten Kegel-
schnitt, der durch jene fe-
sten Punkte geht.”

Die vier festen Tangenten sallen in Bezug auf den

betreffenden Kegelschnitt ,,vier barmonische Tan-
genten,” und umgekehrt soll der Kegelschnitt in Be-
zug ‘auf das durch jeme gebildete Vierseit ,der ein-
geschriebene harmonische Kegelschnitt” ge-
nannt werden. Eben so sollen andererseits die vier
festen Punkte in Bezug auf den zugehdrigen Kegel-
schnitt ,vier harmonische Punkte,” und umge
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kehrt der Kegelschnitt in Bezug auf das durch die
Punkte bestimmte Viereck' ,der umschriebene har-
monisehe Kegelschnitt” heifsen. Um diese Ei-
genschaften vollstindig aufzukliren, miissen hier noch
folgende Betrachtungen hinzugefiigt werden.

Sind A, A,, A,, A, (Fig. 40.) irgend vier harmo-
nische Tangenten eines Kegelschnitts und ist A, eine
beliebige fiinfte- Tangente desselben, so sind also die
vier Punkte §, i, £, {, in welchen sie von jenen ge- .
" schnitten wird, harmonisch. Nun sind z. B. A und A,
in Ansehung der Punkte, in welchen sie von den fibri-
gen Tangenten geschnitten- werden, projectivisch, und
zwar entspricht dem Punkte § in A, der Beriihrungs-
punkt a in A (§. 38, IIL), so dafs also den vier Punk-
ten b, i, £, [ in A, die vier Punkte a, 6, ¢, d in A ent-
sprechen; folglich sind auch die vier letzteren Punkte
barmonisch. Gleiches folgt fiir die drei tibrigen Tan-
genten A,, A,, A;, Wenn aber sowobl ¢, 6,4, d als
¢, ¢, a3, ¢ harmonisch sind, so miissen die drei Gera-
den be, aq,, dg einander in einem und demselben
Punkte f treffen (§. 12, und §. 14.). Aus gleichen
Griinden liegen die Bertihrungspunkte a,, a, der sich
zuge‘ordheten barmonischen Tangenten A,, A; mit dem
Durchschnitte ¢ der beiden iibrigen A, A, in einer Ge-
raden ¢a,as. .

Sind andererseits B, B,, B,, B; (Fig. 41.) irgend
vier harmonische Punkte in einem Kegelschnitte, und
ist B, ein beliebiger‘ finfter Punkt desselben, so sind
-also die vier Strahlen h, i, k, 1 harmonisch, und da die
Strahlbiischel B, und B in Ansehung der Strahlen b, i,
k,1 und a, b,c,d, wo nimlich a die Tangente im
Mittelpunkte B ist, projectivisch sind (§. 38, IIL), so
sind folglich auch. die vier Strahlen a, b, ¢, d harmo-
nisch. . Gleiches findet fir die drei tibrigen Punkte
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B,, B,, B, statt. 'Wenn aber sowobl ¢, b, a, d als
c, e, ay, g harmonisch. sind, so mtissen die drei Punkte
B,, ¢, B, in einer Geraden liegen (§. 12, und 14.).
Aus dhnlichen Griinden miissen die Tangenten a,, a,
in den zwei sich zugeordneten harmonischen Punkten
B,, B; mit der durch die zwei iibrigen (zugeordneten)
Punkte B, B, bestimmten Geraden ¢ in einem Punkte

- .
¥ zusammentreflen.

Aus dieser Betrachtung fliefst Folgendes:

3. wIrgend vier harmoni-
sche Tangenten eines Ke-
gelschnitts haben solche
Beziehung zu einander,
dafs ) der Beriihrungs-
punkt einer jeden zu den
drei Punkten, in welchen
sie von den drei dbrigen
geschnitten wird, der vier-
te harmonische Punkt ist,
und zwar demjenigen zuge-
ordnet, in welchem die je-
desmalige Tangente von
der ihr zugeordmeten ge-
schnitten wird; und dafs
‘f) die Berihrungspunkte je
zweier zugeordneten Tan-
genten und der Daurch-
schnitt der zwei fibrigen
Tangenten in einerGeraden
liegen” OUnd umgekehrt: »)
SErfiallen vier Tangenten
eines Kegelschnitts eine
der zwei Bedingungen («),
(3, so sind sic harmonisch.”
Daher folgt weiter (y rechts): d)
wdafs vier harmonische
Tangenten eines Kegel-
schnitts diesen in vier
harmonischen Punkten be-
rihren”

3. yirgend vier harmoni-
sche Punkte eines Kegel-
schnitts haben solche Be-
ziehung zu einander, dafs
a) die Tangente in jedem
zu den drei Strahlen, wel-
che er mit den drei éibrigen
bestimmt, der vierte har
monische Strahl ist, und
zwar demjenigen zugeord-
net, welcher durch den,
dem jedesmaligen Punkte
zugeordneten Punkt geht;
und dafs p) die Tangenten
in je zweien zugeordneten
Pankten und die Gerade,
welche die zwei dibrigen
Punkte verbindet,durch ei-
nenPunkt gehen.” Und umge-
Lehrt:y) ,Erfillenvier Punk-
te eines Kegelschnitts eine
der zwei Bedingungen («),
(8),s0sindsie harmonisch,”
Daher folgt weiter (7 links): &)
»dafs vier Tangenten-eines
‘Kegelschnitts, die ihn in
vier harmonischeaPunkten
berithren, ebenfalls harmo-
nisch sind.”?
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" Mittelst dieser Eigenschaften lassen sich nachste-
hende Aufgaben sehr leicht lasen.

4. Die cinem gegebenen 4. ,Die cinem gegebenen
Vierseit eingeschricbenen Viereck umschriebenen
drei harmonischen Kegel- drei harmonischen Kegel.
schnitte zu finden, d. b, die schnitte zu finden, d. b, die
Punkte anzugebea, in wel- Tangenten anvugeben, von
chen sie die gegebenen Ge- welchen sie in den gegebe-
raden berithren” nen Punkten berilirt wer-

den”

Da nimlich die Seiten des gegebenen Vierseits, et-
wa A, A, A,, A, (Fig. 42.), auf drei verschiedene Ar-
ten einander zugeordnet werden konnen (§. 4.), niimlich
entweder a) A und A,, A, und A,, oder b) A und
A;, A, und A;, oder c¢) A und A;;, A, und A,, so
giebt es auch drei eingeschriebene harmonische Kegel-
schnitte, deren Berithrungspunkte unmittelbar wie folgt
gefunden werden. Sind r, 9,3 die Durchschnitte der
drei Diagonalen des Vierseits, so miissen, im Falle (a),
die Beriihrungspunkte i, i, einerseits mit g (3, 4.), und
andererseits mit § (§. 42, 1IL) in einer Geraden liegen,
folglich miissen sie in der Geraden g ; licgen. Ebenso
sind die zwei iibrigen Beriihrungspunkte i,, i, durch
die Gerade b3 gegeben. Awms gleichen Griinden sind
im Falle (b) die beiden Paar Beroibrungspunkte a und
a,- 0, und ag mittelst der _Geraden fy, ¢y gegeben;
und ebenso werden im Falle (c) die gesuchten zwei
Paar Berithrungspunkte § und 0,, §, und §, biofs durch
Zichen der Geraden e¢j, dj gefunden. — Andererseits,
d. h., bei der Aufgabe rechts, werden die gesuchten
Tangenten durch ein entsprechendes Verfabrem gefun-
den, was Jeder leicht wird ausfithren konnen.

5..Zu irgend drei gegebe- 5. ,Zuirgend dreigegebe-
nen Tangenten einesKegel- nen Punkten eines Kegel-

schnitts die vierte harmo- shnitts den vierten harma-
nische zu finden. aischen zu finden”
' Es
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Es darf kaum erinnert werden, dafs die’ Aufldsung
dieser Aufgaben unmittelbar aus (3, 5) folgt. Jeder
Aufgabe kommen, vermdge der verschiédenen Zuord-
nungen, drei Auflosungen zu.

So wie zu zwei festen Punkten B, £ in einer Ge-
raden A, (Fig. 40.) unzihlige Paare von zugeordneten
harmonischen Punkten i, | moglich sind (§. 8, IIL.),
ebenso sind also auch zu irgend zwei festen Tangen-
ten A, A, eines Kegelschnitts unzihlige Paare von zu-
geordneten harmonischen Tangenten A,, Ay moglich,
und es mufs, zufolge (3, ), der Durchschnitt f eines

jeden der letzteren Paare in ‘der Geraden aa, liegen,

welche durch die Berithrungspunkte jenes festen Tan-

gentenpaars geht, und die verschiedenen Paare Berith- ¥

rungspunkte derselben miissen in Geraden 4, gs,..... lie-
gen, welche simmilich durch den Durchschnitt ¢ der
festen Tangenten gehen. Andererseits folgt Entspre-
chendes. Daher folgen weiter nachstehende Sitze:

6, ,,In Bezug auf 1rgend 6. ,In Bezug auf - n‘gend

zwei Tangenten A A, eines
Kegelschnitts giebt es un-
zihlige zugeordnete harmo-
nische Tangentenpaare,
nimlich jede zwei Tangen-
ten (A,, A,), deren Durch-
schnitt (f) in derjenigen
Geraden qa, liegt, welche
durch dieBerihrungspunk-
te jener zwei geht, sind ein
solches Paar”

zwei Punkte B, B, eines
Kegelschnitts giebt es un-
zihlige zugeordnete har
monisehe Punktenpaare,
nimlich jede zwei Punk-
te (B,, B,), die in einer Ge-
raden (f) liegen, welche
durch den Durchschnitt
der Tangenten in jenen
Punkten geht, sind ein sol-
ches Paar.”

Diese Sitze gestatten verschiedene Umkehrungen,

wovon einige, als Theile umfassenderer Sitze, im néch-,

sten Paragraph folgen *).

- %) Auch enthalten sie besondere Fille, die spiter, bei Unter-
suchang der conjugirten Durchmesser der Kegelschnitte, in Betracht

1
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Harmonische Pole und Gerade in Bezug anf einc;n
Kegelschnitt.

44. Aus vorhergehbenden Siitzen folgt leicht eine
merkwiirdige Eigenschaft der Kegelschnitte, die fiir
mancherlei Untersuchungen sehr fruchtbar und in neue-
aer Zeit, seit Monge sie in -Anregung gebracht, mit
gutem Erfolge benutzt worden ist. Das Wesentlichste
davon soll hier kurz angedeutet werden. .

Es seien A, A,, A,, A, (Fig. 43.) irgend vier Tan-
genten eines Kegelschnitts und a, a,, a4, a5 ihre Be-
riibrungspunkte, 50 kommen dem Vierseit AA,A,As
und dem Viereck aa,0,as, aufser den in (§. 42, III, 3.)
angegebenen Beziehungen, auch noch die in (§. 20, L)
ausgesprochenen Eigenschaften zu, wonach unter an-
deren z. B. die vier Strahlen ja, 39, 305, 3¢ bharmo-
nisch sind. Diese Strablen werden also jede Gerade
barmonisch schneiden (§. 8, Il.), so dafs sowohl die
- vier Punkte a, v, a5, ¥, als a, v, a5, 1, als a,, 1, a5, 0,
als a,, 8, 83, ¥ harmonisch sind. Vermdge dieser Punkte
- gind ferner sowohl die vier Strablen fa,, f9, fas, f0,
als ea,, ¢8, ¢a,, ¢x harmonisch. Da zu den drei Punk-
ten a, Q;, # nur ein einziger, dem &t zugeordneter,
vierter Karmonischer Punkt p moglich ist, so mufs also,
" wenn der Kegelschnitt nebst den Tangenten A, A, und
Jder Geraden c¢u fest bleiben, die Bertihrungssehne a, a,
der Tangenten A, A; stets durch denselben festen
Punkt 9 gehen, wo man auch den Durchschuitt f der
Tangenten auf der festen Geraden ¢t annehmen wag;
aus sbnlichen Griinden mufs, wenn der Kegelschnitt
" nebst den Tangenten A, A; und der Geraden dr fest

kommen, nimlich man wird finden: dafs die Scheitel irgend zeweier
eonjugirten Darchmesser eines Kegelschnitts vier harmonische Punkte,
und die ihven zugehdrigen Tangenten vier harmonische Tangenten

desselben sind.
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bleiben, die Gerade 0,q,, welche die Beriihrungspunkte
der Tangenten A,, A, verbindet, immerhin durch den
festen Punkt y gehen, wo man auch den Durcbschmtt
¢ dieser Tangenten lings der festen Geraden dt bin-
riicken mag. Wird noch bemerkt, dafs zufolge (§. 43,
il, 3, B), die Gerade de durch die Berlihrungspunkie'
p, q der sichin p schuendenden Tangenten rp, rq gebt
(dies wiirde auch folgen, wenn man die drei Punkte
e, 0y, a, allmahhg mit p oder q zusammen fallen liefse),

so folgen zusammengenommen nachstehende Shtze:

I ,Dreht sich eine Ge-
rade (a,0,, oder a,4,), die ei-
henKegelschnitt schneidet,
um irgend cinen (in ibr lie.
genden) festenPunkt (poder
¥): a) so ist der Ort desje-
nigenPunkts (v oder 8), wel-
cher zu den zwei Daurch-
schnittspunkten (4,,4,, oder
@;,4;) und dem festenPunk.
te der vierte,und zwardem
letzteren zugeordnete, har-

-monische Punkt ist, eine
bestimmte Gerade (y oderx);
und B) in-dieser Geraden
bewegt sich zugleich der
Durchschnitt (f oder ¢) ders
jenigen zwei Tangenten
(A, A, oder A, AY, durch
deren Berihrungspunkte
jene bewegliche schnei-
dende Gerade geht”

I. yBewegt sich einPunkt
(f oder ¢) in einer festen Ge-
raden (y oder x) in der Ebe-
ne eines Kegelschritts:
a) so geht diejenige Gera-
de (v oders), welche zu den
zwei durch den Pupkt ge-
henden Tangenten (A, A,,
oder A,, A;) und der festen
Geraden die vierte, der
letzteren zugeordnete, har-
monische Gerade (Strahl) ist, -
durch einen bestimmten
Punkt (9, oder £); und ) um
diesen Punkt dreht sich zu-
gleich diejenige Gerade
(a,@,, oder a,0,), welche
durch die Beriihrungspunk-
te(a,,0;,odera,n,)der jedes-
maligen zwei Tangenten
geht.”

Vermige dieser merkwiirdigen gegenseitigen Bezie-

hung des Punkts y oder ¢ und der Geraden y oder x

im Verhiltnifs zum Kegelschnitt («), soll in der Folge

die Gerade ,,die Harmonische des Punkts,” und

der Punkt ,der harmonische Pol der Geraden”
11¢

-
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in Bezug anf den Kegelschnitt beifsen™). Man sieht
dafls je nachdem der Punkt innerhalb, wie y, oder
aufserhalb, wie r, des Kegelschnitts liegt, seine Har-
monische dem Kegelscbnitt gar nicht begegnet, wie
'y, oder ihn schneidet, wie x, und zwar ibn in den
Beriihrungspunkten p, q der durch den Punkt ¢ ge-
henden Tangenten schneidet, wie bereits oben bemerkt
worden; so dals also ,der Durchschnitt irgend
zweier Tangenten einesKegelschnitts der har-
monischePol der durch dieBeriibrungspunkte
gebenden Geraden ist;” dafs also z.B,, e die Har-
monische des Punkts ¢, f die Harmonische des Punkts
f, ¢ die Harmonische des Punkts ¢, u. s. w., ist. Dem-
pach geht die Harmonische jedes Punkts (f, ¢, , ..... )
der Geraden Y durch den barmonischen Pol der letz-
teren. Gleiches findet auch bei der Geraden X statt,
niimlich nicht nur die Harmonischen der auflserhalb des
Kegelschnitts liegenden Punkte e, d,....., sondern auch
die der innerhalb liegenden, wie etwa 8, gehen durch
den Pol ¢, denn da die vier Punkte a,, 8, a,, ¢ bar-
monisch sind, so liegt r in der Harmonischen s des
Punkts 8. Daher folgt (was zum Theil, mit anderen
Worten ausgesprochen, im vorstehenden Satze (I, 5.)
enthalten ist): ’ _—

IL ,Die harmonischenPo- I ,;Die Harmonischen al-

le allerGeraden, die durch ler Punkte, die in irgend.

irgend einenPunkt (y oderr) einer Geraden (yoderx) lie-

gehen, in Bezug auf einen gen, in Bezug auf einen Ke-

Kegelschnitt, liegen in ei- ‘gelschnitt, gehen durch ei-

ner bestimmten Geraden nen bestimmten Punkt (p

(yoderx),n!imlich in derHar- oder t), nimlich durch den

monischen jenes Punkts” harménischen Pol jener
' ' Geraden.”

*) Die franzBsischen Mathematiker nennen sie gewdhnlich
schlechthin Polaire und Pol. '

~ ~
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Oder kiirzer:

,Geht eine Gerade durch  ,Liegy ein Puunkt in ir
irgend einen Punkt, so gend einer Geraden, so
geht die Harmonische des liegt der Pal der letzteren
letzteren durch ihren har. in seiner Harmanischen.”
monischen Pol”

Man wird bemerken, dafs Beides im Grunde nur
ein und derselbe Satz ist. In der Folge sollen irgend
zwei solche Gerade, von denen jede durch den har-
monischen Pol der andern geht, ,zwei zqgeor}jnete
barmonische Gerade,” oder schlechthin ,zwei
2ugeordnete Harmonische,” und hnlicher Weise
sollen ibre Pole ,zwei zugordnete harmonische
Pole” heifsen. Es sind also sowohl y und x, als x
und z, als z und y, u, s, w., zwei zugeordncte Har-
monische, und sowohl x und 9, ¥ und §, p und }, u.
s. w., zwei zugeordnele barmonische Pole. Ferner sol-
len je drei Gerade, von denen jede durch die har-
monischen Pole der zwei tibrigen geht, wie z.B. x, y, z,
oder x, e, 8, ,drei zugeordnete Harmonische,”
und ehensa je drei Punkte, von denen jeder der Durch-
schnitt der Harmanischen der zwei tibrigen ist, wie z.
B.y,v,3, oder r, ¢, 8, ,drei zugeordnete harmo-
nische Pole” genannt .werden. Die Durchschnitte
dreier zugeordneten Harmonischen, sind, wie man sieht,
zugleich drei zugeordnete harmonische Pale, und auch °
umgekehrt.

Da die drei Geraden x, y, z, so wie die drei
Punkte f,-1, j, sowobl durch das vallstindige Vierseit
AA,A;A;, als durch das vollstindige Viereck aa;a,4a;4
bestimmt werden, so folgen unmittelbar nachstehende
Siitze:

III. ,Alle einem vollstin- . III. ,Alle einem (vollstsn.
digenVierseit AA A A, ein- digen) Viereck aa,a,0, um-
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geschriebenenKegelschait- schriebenenKegelschnitte,
te, haben gemeinschaftlich haben gemeinschaftlich
drei zaugeordnete Harmeoni- drei zugeordnete harmoni-
sche und drei zugeordne- schePole und drei zugeord-
te barmonische Pole, n3m- nete Harmonische, nim-
lich die drei Diagenalen x, lich die dreiDurchschnitte
y» 2 des Vierseits und jhre der gegeniiber stehenden
Darchschnitte p, 9, 4 Seitea und die durch sie
) bestimmten Geraden™

Nach dem festgestellten Plane darf diese frucht-
bare Betrachtung gegenwirtig nicht weiter entwickelt
werden; nur folgende Aufgaben, die mittelst des Li-
neals sehr leicht zu losen sind, magen hier noch Platz
finden:

IV. ,,Die Harmonische irr IV. ,Den harmonischea
gend cines gegebenen Pol einer gegebenen Gera-
Pankts, in Bezug auf einen den, in Bezug auf einen ge-
gegebenen Kegelschnitt :u gebenen Kegelschnitt zu
finden> finden.”

Es sei etwa r ader p der gegebene Punkt (links).
Man ziche durch depselben irgend zwei den Kegel-
schnitt schneidende Gerade d, e, ader c, f, verbinde
die jedesmaligen vier Durchschnitte a, q,, @5, a5 paar-
weise durch zwei Paar Geraden b und g, c und f, oder
bund g, d und e, so liegen die Durchschnitte 3, v,
oder 3, y dieser Geradenpaare, zufolge der oben an-
gegebenen Beziehungen, in der gesuchten Harmonischen
x oder y, welche also gefunden ist. Auf diese Weise
suche man, um die Aufgabe rechts zu losen, zu irgend
twei- Punkten der gegebenen Geraden die Harmoni-
schen, so ist der Durchschnitt der letzteren der ver-
langte Pol (11),

V. ,An einen (gezeichnet vorliegenden) Kegel-
schnitt, mittelst des Lineals, Tangenten zu
ziehen, die durch einen, auferbalb desselben
liegenden, gegebenen Punkt ¢ gehen.
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Man suche, nach (IV.) links, die Harmonische x des
gegebenen Punkts ¥, und verbinde die Punkte p, q, in
welchen sie dem Kegelschnitte begegnet, mit dem ge-
gebenen Punkte durch Gerade, so sind diese die ver-
langten Tangenten (zufolge der oben stehenden Be-
trachtung).

45. Die vorhin (§.44.) entwickelten Sitze ﬂber bar-
monische Gerade und Pole sind die Fundamental-
sitze von einer sebr fruchtbaren geomctrischen Unter-
suchung, die in der neuesten Zeit von franzdsischen
Mathesatikern mit grofsem Erfolge angewandt und aus-
gebildet worden, Ich mufs mir vorbehalten, spiter
auf diesen Gegenstand zuriickzukommen (im viericn
Abschnitte), wo alsdann nicht allein grofse Reihen von
Sitzen und merkwiirdigen Eigenschalten entwickelt wer-
den, sondern auch das eigentliche Wesen - des Gegen-
standes griindlicher und umfassender enthiillt werden
wird. Denn in der That wird sich zeigen, dafs weder
das Vorstehende (was hier nur beiliufig entwickelt
.wurde), noch die Art und Weise, wic der Gegenetand
bisher von Anderen behandelt worden, iliber die innere
Natur und die eigentliche Bedeutung dieser Eigenschaf-
ten gehorige Auskunft giebt, sondern dals vielmebr
dieser Gegenstand, wie er bisher aufgefafst und erkannt
worden, nur ein Theil eines umfassenderen Ganzen
ist, wovon der andere Theil, der mit jenem in sebr
naher Beziehung stebt, unter anderer Gestalt lingst all-
gemein bekanat war, und dafs endlich die gemeinschaft-
liche Urquelle beider Theile aus einer eigenthiim-
lichen Verbindung projectivischer Gebilde
entspringt¥).

*) Dadurch wird unter anderen auch die mérkwiirdige Eigen-
schalt von sechs Punkten in einer Geraden, die von Désargues
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Um hier nur an einem Beispiele die fruchbare An-
wendung der im Vorhergehenden aufgesteliten Eigen-
schaften der barmonischen Geraden und Pole zu zei-
gen, soll ein von Brianchon gefundener merkwiirdi-
ger Satz tber Kegelschnitte ¥) dorch dieselben bewie-
sen werden. Der Satz wird durch folgende Aufgabe
herbeigeftibrt. '

»Wenn in einer Ebene ,Wenn in einer Ebene
sich irgend 2wei Kegel sich irgend zwei Kegel
schnitte K, K, befinden, schnitte K, K, befinden,
welchem Gesetz sind dann welchem Gesetz sind darn
die den Tangenten des ei- die den Punkten des einen
nen K,, in Beziehung auf K,, in Beziehung auf den
den anderenk entsprechen- andereuKk, entsprechenden
den harmonischen Pole un- Harmonischen unterwor.
terworfen?”**) - fen?” **)

Es seien a, b, c, d, e, f irgend sechs Tangenten
ten des Kegelschnitts K, und a, b, ¢, d, ¢, f die ihnen
entsprechenden barmonischen Pole. Das Sechsseit
abcdef hat die Eigenschaft, dafs die drei.Diagonalen,
welche die gegentiberstehenden Ecken verbinden, ein-

nInvolation® genannt wurde, und mit der sich mach ihm ver-
. schiedene Mathempatiker beschiftiget haben, auf eine sehr einfache
und befriedigende Weise anfgeklirt werden,

*) X, Cahier du Journal de UEeole Polyteclma‘éue.

. *) Wenn in der Ebene eines Kegelschnitts mehre Gerade.
oder Punkte angenommen werden, die in Ansehung ihrer gegen-
seitigen Lage irgend einem bestimmten Gesetze unterworfen sind,
80 kann gefragt werden, welchem Gesetze die ihnen, in Bexug anf
den Kegelschnitt, entsprechenden harmonischen Pole oder Geraden
unterworfen seien, Und eine #hnliche Frage kann aufgeworfen wer-
den, in Bezng auf eine Fliche zweiten Grades im Raume. Die
aus diesen Fragen entspringende Untersuchufg haben die franzbsi-
schen Mathematiker ,Théorie des polaites réciproques”
genannt. Das allgemeine Gesetz, welches dieser Untersuchung zu

Grunde Hegt, hat auch Moebius -(Barycentrische Calcill, §. 287.)
auf sebr geschickte Weise bewiesen. .
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ander in irgend einem Puankte treffen (§. 43, 1, 1.), da-
her miissen die drei Durchschnilte der gegeniiberste-
henden Seiten des Sechsecks abcdef in einer Geraden
liegen, weil sie die harmonischen Pole jener Diagona-
sind (§. 44, IL.); folglich mufs das Sechseck abedef
irgend einem Kegelschnitte K, eingeschrieben sein (§.42,
I, 2.); und da dieser Kegelschnitt durch irgend fiinf
Punkte, etwa durch a, 6, ¢, d, ¢ bestimmt ist (§. 41,1),
so ist er folglich der Ort der barmonischen Pole der
Tangenten des Kegelschnitts K,, weil jede beliebige
andere Tangente statt jener sechsten f genommen wer-
den kann. Lifst man die bewegliche Tangente f all-
miblig mit einer der festen, etwa mit a, zusammenfal-
"len, so wird sich der Durchschnitt beider Tangenten
mit dem Beriibrungspunkte a, der festen Tangente a
_ vereinigen, und dann miissen auch ibre Pole f, a sich
vereinigen, und also die Sekante af des Kegelschnitts
K, in die Tangente a, im Punkte a ibergeben, und
zwar mufs diese Tangente a, die Harmonische jenes
Beriihrungspunkts a, sein. Also folgen nachstehende .
Siitze: )
»Wenn in einer Ebene sich irgend zwei
"Kegelschnitte K, K, befinden, so liegen die
den Tangenten a, b, ¢c,..... des zweiten K, in
Beziehung auf den ersten K, entsprechenden
harmonischen Pole a, b, ¢,..... in irgend einem
bestimmten dritten Kegelschnitt K;, und es
beriihren die den Punkten ag,, b,, ¢, ..... des
zweiten K, entsprechenden Harmonischen
ay, by, ¢,..... einen und denselben dritten Ke-
gelschnitt K,, und gwar' solcher Gestalt, dafs
jeder Tangente a2 und ihrem Beriihrungspunk-
te o, des zweiten Kegelschnitts K,, ein be-
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_ stimmter Punkt a und dessen zugehdrige Tan-
gente a, im drittenKegelschnittK, entspricht.”

Woelern der zweile Kegelschniit K, nicht (oder
wenigstens nicht ganz) von dem ersten K eingeschlos-
sen wird, folgt aus diesem Salze, vepmige (§ 44.), un-
wittelbar der anfangs erwihate Satz von Brianchon,
namlich: )

.Bewegen sich zwei verinderliche Tan-
genten cines Kegelschnitts K so:

Erzeugnisse projectlvischer Gebilde,

dafs die Gerade durch ihre
Berihrungspunkte stets ir.
gend einen zweiten Kegel-
schnittK, beriihrt, so durch-

dafs ihr Dgrchschnitt ip-
gend einen zweiten Kegel.
schnitt K, darchliuft, se
beriihrt die Gerade durch

* 1auft ihr Durchschnitt ir
gend ejnen dritten Kegel-
schaitt K,” *).

ibre DBerihrungspunkte
stets irgend einen cfritten
Kegelschnitt K » *),

Zusammengesetztere Sitze ‘und Parismen,

46. Durch Zusammenstellung oder Verbindung
projectivischer Gebilde (Gerade und ebene Strahl--
biischel) gelangt man, mit Beriicksichtigung ibrer Er-
zeugung der Kegelschnitte (§. 38, 1II, 1V.), zu zahl-
reichen merkwiirdigen Sitzen und Porismen, wovon,
gemiifs der obigen Feststellung (§ 39.), beispielsweise
hier einige entwickelt werden sollen.

I. Sind in einer Ebene irgend zwei Gerade A, A,
(Fig. 45.) perspectivisch, und ist B, ihr Projections-
punkt, und sind sie ferner mit irgend zwei Strablbii-
scheln B, B, perspectivisch, nimlich A mit B, und A,

*) Mittelst dieser Sitze kann von folgenden zwei Aufgaben:
wDie gemeinschaftlichen ,Die gemeinschaftlichen
Tangenten zweier gegebe- Punkie zweier gegebenen
nen Kegelschnitte zu fin- Kegelschnjtte zu finden”
den" -
‘jede auf die anderc surfickgefihrt werden.
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niit B,, so sind diese Strablbiischel B, B, unter sich
projectivisch (§. 11, 1IL), und erzeugen folglich (§. 38,
1V.) einen Kegelschnitt, d. b., die Durchschoitte a,, b,,
ihrer entsprechenden Strahlen, also insbesondere
auch der Durchschnitt ¢, der Geraden A, A,, weil in
ibm zwei entsprechende Strablen e, e, sich treffen, lie-
gen in irgend einem Kegelschnitt, der fortan durch
[BB,] bezeichnet werden soll. — Sind andcrerseits
B, B, (Fig. 44.) irgend zwei perspectivische Strahiba-
schel; ist A, ibr perspectivischer Durchechnitt, und sind
sie ferner mit irgend zwei Geraden A, A, perspecti-
visch, so sind diese unter sich projeclivisch und erzeu-
gen also irgend einen Kegelschnitt [AA;]. Hieraus

.....

geben unmittelbar folgende

n»Bewegen sich die Ecken
4, 4,, 0, eines vertnderli-
chen Dreiecks a a, 8, (Fig.
44) in. drei beliebigen fe-
sten Geraden A A, Ay, und
gehen zwei Seiten a,a, des-
sclben stets durch irgend
zwei feste Pankte B, B, so
bertihrt die dritteSeite a,
bestindig irgend einen be-
stimmtenKegelschniti[AA,),
der nimlich auch die bei-
den ersteren Geraden A A,
nebst derGeradenee, durch
die festen Punkte B, B, zu
Tangenten hat.”

bekannte Sitze hervor.

wDrehen sich die Seiten
a, 8, a; eines verinderli-
chen Dreiecks @ q, a, (Fig.
45.) um drei beliebige feste
Punkte B, B,,B,, und bewe-
gen sich zwei Ecken a, ¢,
desselbeninirgendzwei fe-
stenGeradenA, A, 80 durch-
lsuft die dritte Ecke a, ir-
gend einen bestimmten Ke-
gelschnitt [BB,], in wel-
chem nimlich auch die bel-
den ersten Punkte B, B,,
nebst dem Durchschnitte
ee, der festen Geraden AJA,
liegen”

Und umgekehrt:

»Bewegt sich eine Seite
a, eines verinderlichen
Dreiecks aa,a,alsTangente
cines festen Kegelschnitts
[AA,), und drehen sich die
zwei @brigen Seiten a, a,
umirgendzwei festePunkte

sBewegt sich eine Ecke
@, eines verinderlichea
Dreiecks ag,0; in irgend
einem festenKegelschnitte
LBB,], wihrend die zwei
tibrigen Ecken g, 4, irgend
zwei feste Gerade A, A,

-~
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B,B, in einer Tangente des- deren Durchschaitt ce, im
selben, und bewegen sich Kegelschniti liegt, durch-
die diesém Seciten gegen- laufen, und dreben sichdie
dberliegenden Ecken @, &, diesenEcken gegeniiberlie-
desDreiecks in irgend zwei gendenSeitena,a, umirgend
anderen festen Tangenten zwei feste Punkte B, B, des
A, A, des Kegelschaitts, so Kegelschnitts, so geht die
durchlzaft die dritte Ecke dritte Seite a, stets durch

&, irgend eine bestimmte
Gerade A,” Ebenso kann jede
der awei Geraden A, A, so wie

irgend einen bestimmien
Punkt B,.” Eben so kanm je- ~
der der awei Pugkte B, B,, so

jeder der zwei Punkte B, B, als wie jede der awei Geraden A,
Folge der jedesmaligen fiinf Gbri- A, als Folge der jedesmaligea
gea Gebilde gesetst werden, Sﬁnf iibrigen Gebilde geselzh wer-
en,

IL. Sind irgend vier Gebilde A, A,, B, B, (Fig. 46
unter einander projectivisch, und zwar liegen sowobl
A und B, als A, und B, perspeclivisch, dagegen so-
wohl A und A,, als B und B, schief, so dafs also die
2wei letzteren Paare irgend azwei Kegelschnitte [AA,],
[BB,] erzeugen, so folgen in Ansehung der entspre-
chenden Elemente, wie etwa a, q,; a, a, und die durch
dicse erzeugten a,, 0y, unmittelbar nachstehende Sitze:

1. ,Drehen sich swei Sei-
ten a, a, eines vertinderli.
chen Dreiecks 4,6, um ir-
gend zwei feste Punkte B,
B, eines festen Kegel-
schnitts (BB,], wihrend die
ilnen gegeniiberliegenden
Ecken q,, ¢ in irgend zwei
festenGeraden A,Asichbe-
wegen und die dritte Ecke
0, denKegelschnitt durch-
liuft, so bewegt sich die
dritte Seite a, als Tangen-
te irgend eines bestimm-
tenKegelschnitts[AA ], der
nimlich auch jene zwei fe-
sten Geraden beriihrt”

sBewegen sich sweiEcken

9,8, eines verinderlichen’
Dreiecks aa8, in irgend
zwei festenTangenten AA,
eines festen Kegelschnitts
[AA,], wihrend die ihnen
gegeniberliegendenSeiten
a,, a sich um irgend zwei
feste Punkte B,, B drehen
und die dritteSeite a, stets
den Kegélschnitt beriihrt,
so durchliuft die dritte
Ecke ¢, irgend einen ande-
ren bestimmten Kegel-
schuitt [BB,], der nidmlich
allemal durch jene zwei fe-
sten Punkte geht.”
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Die Abfassung der tibrigen Sitze, wo nimlich, statt
wie hier auf die Kegelschnitte [BB,], [AA,], umge-
kehrt auf eins der Gebilde A, A,, B, B, geschlossen
wird, tiberlasse ich dem Leser.

Die beiden Kegelschnitte [AA,], [BB,] haben ei-
ne eigenthiimliche Beziebung zu einander, die sich, so
lange [AA,] ganz oder zum Theil innerhalb [BB,]
liegt, durch folgende merkwiirdige Eigenschaft kund
giebt. Gelangt nimlich der bewegte Punkt a, in die
Durchschnitte B,, ¢,, D, ¢5 der Geraden A, A, und des
Kegelschnitts [BB,], so vereinigen sich offenbar so-
“wohl die Strablen b, und b,, als ¢, und c,, als d und
d,, als e und e,, so dafs also jedes der zwei Dreiecke
bs¢,B;, D,04B dem Kegelschnitte [BB,] eingeschrieben
‘und dem Kegelschnitte [AA,] umschrieben ist. Da
durch diese zwei Dreiecke und durch den einen oder
den andern der beiden Kegelschnitte die oben angege-
benen projectivischen Beziehungen der Gebilde A, A,,
B, B, bestinmt sind, wie man leicht bemerken wird,
so folgen also nachstehende bekannte Sitze.
~ 2. ,8ind zwei Dreiecke 2 ,Sind zwei Dreiecke
6,¢,B,, b,0,B einem Kegel- bye,B,, d,e,B einem Kegel-
schnitte [BB,] eingeschrie- schnitte [AA,] umschrie-
ben, so sind sie zugleich ben, so sind sie xugleich
frgend einem anderen Ke- irgend einem anderen Ke-
gelschritte [AA,] umschrie- gelschnitte [BB,] einge-
ben” schrieben.”

Und ferner folgt:

3. ,Haben zwei Kegelschnitte [AA,], [BB,]
solche Lage, dafs irgend ein Dreieck dem ei-
‘men umschrieben und zugleich dem anderen
eingeschrieben werden kann, so lassen .sich
unzihlige andere ‘Dreiecke unter denselben
Bedingungen beschreiben (nimlich jeder Punkt
des Kegelschnitts [BB,], der nicht innerhalb des Ke-
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gelschuitts [AA,] liegt, kann Ecke cines solchen Drei-
ecks gein).” - .

IIl. Beweis der Aufldsung in (§. 17, IL). Das
bei dieser Aafldsung, die sich auf eine der fruchtbar-
sten Aufgaben bezieht, angewandte sebr bequeme Ver-
fahren, griindet sich auf folgende Verbindung. Haben
nimlich die vier Gebilde A, A,, B, B,, aufser den vor-
hin angegebenen projectivischen Beziehungen, noch
solche besondere Lage zu einander, dafs A und A, auf-
einander und B und B, concentrisch liegen, wie in
(Fig. 23.), und gebt irgend ein Kegelschpitt darch den
gemeinschaftlichen Mittelpunkt (BB,) der Strahlbischel,
welcher die Strablen der letateren in «, 8, 7, ..... ;-
ay, Biy 7iy --... 8chneidet, so werden, wenn man etwa
¢ und e, als Mittelpunkte zweier Strahlbischel «, a,
annimmt, sowobl die Strahlbiischel ¢ und B, in Anse-
hung der Strablen a,, b,, c,, ..... und a,, by, ¢,....,,
als die Strahlbtischel «; und B in Ansebung der Strah-
len a,, by, ¢, ..... ,und a, b, ¢, ..... projectivisch
sein (§. 38, IIl.), daher sind auch die Strahlbiischel «
und «, in Ansehung der Strablen a,, b,, c, ..... und
* ag, bs, €3y ..... projectivisch (§. 11, liL.), und zwar, da
zwei entsprechende Strahlen a,, a; vereiniget sind,. lie-
gen sie perspectivisch, so dals also die Gerade £, ya
oder A, ibr-perspectivischer Durchschnitt ist. Durch
jeden Punkt der Geraden A, sind demnach irgend zwei
entsprechende Strablen der Strablbtischel a, &, bestimmt,
wie z. B. durch S, die Strablen b,, b,, und durch die
Punkte £, §, in welchen diese Strablen dem Kegel-
schoitte begegnen, sind wiederyum zwei entsprechende
Strahlen b,, b der Strablbiischel B,, B bestimmt; da-
her ist klar, dals die auf diese Art von den Punkten
€& x, in welchen die Gerade A, vom Kegelschnitte ge-
troffen wird, abhingigen entsprechenden Strahlenpaare
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e und ¢,, k und k, der Sirahlbfischel B und B, noth-
wendiger Weise aufeinander fallen mﬁssén, und dafls
daher auch in den Punkten, in welchen diese Strahlen
den aufeinander liegenden Geraden A, A, begegnen,
entsprechende Punktenpaare ¢ und ¢, f und #, der
letzteren vereiniget sind, was bei der obigen Aufldsung
angenommen wurde. *

Wenn man anstatt des Kegelschnitts, der durch
den. gemeinschaltlichen Mittelpunkt (BB,) der Strabl-
biischel B, B, geht, einen anderen Kegelschnitt zu Halfe
nihme, der die aufeinander liegenden Geraden A, A,
beriibrte, so wiirde man den Beweis fiir die entgegen-
gesetzte Auflosung erhalten, welcher oben (§.17,1I,b.)
Erwibnung geschab., Die Ausfithrung wird dem Leser
tiberlassen.

IV. Wird aufser den oben (IL) vorausgesefzten
Bezichungen der vier Gebilde A, A,, B, B,, dafs sie
nimlich unter einander projectivisch. seien, und sowohl
A und B, als A, und B, perspectivisch liegen, nun noch

_Zusammengesetstere Sitze und Porismen, 175

_ . angenommen, es sollen entweder die Geraden A, A,

gleich sein und aufeinander liegen und gleicbliegend
sein, wie elwa in (Fig. 48.), oder es sollen die Strahl-
biischel B, B, gleich sein und concentrisch liegen und
gleichliegend sein, wie etwa in (Fig. 47.), so folgen
unmittelbar nachstehende bekannten Sitze:

sBleibt der Winkel (aa,) ,Bleibt dieGrandlinieaa,

an der Spitze eines verin-
derlichen Dreiseits 2a,a,
(Fig.47.) derGrifse nach be-
stiindig, aber dreht er sich
um seinen festen Scheitel-
punkt (BB,), wihrend die
zwei iibrigen Ecken g, g,
des Dreiecks irgend zwei
feste Gerade A, A, durch-
laufen, so bewegt sich die

eines verinderlichen Drei-
ecks aa,a, (Fig. 48.) derGrd-
f[se nach bestindig, aber

_bewegt sie sich in irgend

einer festen Geraden(AA)),
wihrend die zwei @brigen
Seiten a,a, sich um zwei
feste Punkte B, B, drehen,
so durchliaft die Spitze a,
des Dreiecks einen be.
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GrunMlinie a; als Tangente
irgend eines bestimmten
Kegelschnitts [AA[]), der
auch die zwei festen Gera-
den berihrt” Ist sowohl der
Winkel (dd,) als (ee,) dem be-
stindigen Winkel (aa,) gleich,
so sind b; ¢, diejenigen Punkte,
in welchen die Geraden A, A,
vom Kegelschnilte beriibrt wer-
den (8. 38, IV.). Spiter wird
sich zeigen, dafs der Punkt (BB,)
allemal Brennpunkt des Kegel-
schnitts sei ).

_ Erzengnisse projectivischer Gebilde.
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stimmtenKegelschnitt[BB,],
der namentlich darch die
zwei festen Punkte geht”
Ist sowohl dd, als ee, gleich der
bestindigen Grundlinie aa,, so
sind d, e, die denPunkten B, B,
zugehdrigen Tangenten des Kegel-
schnitts (§.38, IV.). Da die un-
endlich entfernten Punkte der Ge-
raden A, A, einander entspre-
chen (§. 16, IIL.), so mufs noth-
wendig (AA,) Asymptote des
Kegelschnitts, und folglich mufs
dieser eine Hyperbel sein; u.s.w-

V. Sind vier Gerade A, A,, A,, A, unter einander
projectivisch, und sind sowohl A und A,, als A, und
A, gleich und liegen sowohl die ersteren als die letz-
teren aufeinander und sind gleichliegend, wie etwa in
(Fig. 49.), und "befinden sich A und A, in perspecti-
vischer, dagegen sowohl A und A,, als A, und A,, als
A, und A, in schiefer Lage, wonach also jene einen
Projectionspunkt B haben und die létzteren drei Ke-

gel-

*) Lifst man die eine Gerade, etwa A,, sich entfernen, bis
sie zuletzt in unendliche Ferne gedacht wird, so sieht man, dals
alsdann die Strahlen a,, a, parallel werden, und mithin der Win-
kel (aa,) auch bestindig wird, wenn (aa,) es ist; da aber in die-
sem Falle der Kegelschnitt [AA,], vermige der unendlich entfern-
ten Tangente A,, eine Parabel sein mufs (§. 36.), so fliefst daraus
der folgende bekannte Satz: Bewegt sich der Scheitel a eines
bestindigen Winkels (aa,) in einer féstem Geraden A,
wihrend der eine seiner Schenkel a sich- um einen fe-
stea Punkt (BB,) dreht, so bewegt sich der andere
Schenkel a; als Tangente einer bestimmten Parabel,
welche auch jene_feste Gerade beriihrt (und den festen
Punkt zum Brennpunkt hat).” — Andererseits (rechts) entsteht
ebenfalls ein eigenthiimlicher besonderer Fall, wenn man den einen
Punkt B, sich in's Unendliche entfernen lifst, Auch kinnen hier
die Geraden A, A, ilinlich angenommen werden, wodurch der
obige Sats wesentlich veriindert wird.
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gelschnitte [AA,], [A1Aa], [A:As] erzeugen; — und
sind andererseits von vier projectivischen Strahlbtischeln
B, B,, B,, B, (Fig.50.) sowohl B und B,, als B, und
B, gleich, concentrisch und gleichliegend, und befinden
sich B und B, in perspectivischer, dagegen sowohl
B und B,, als B, und B,, als B, und B,, in schiefer
Lage, wonach also jene einen perspeclivischen Durch-
gchnitt A haben und die letzteren drei Kegelschnitte er-
zeugen missen: so ergeben sich aus dieser Zusammen-
stellung unmittelbar folgende zum Theil bekannte Sitze:

Zusamiengesetziere Sitze und Porismen. -

»Bleiben zwei gegentiber ,Bleiben swei gegentiber

stehende Seiten ag,, 4,4,
eines verinderlichen voll-
stindigen Vierseits aq,8.4,
(Fig. 49.) der Grdfse nach
bestindig, aber bewegen
sie sich in irgend awei fe-
sten Geraden (AA,), (AA)),
wihrend eine dritte Seite
(aa,) sich um irgend einen
festen Punkt B dreht, so
bewegen sich die drei fibri-
gen Seiten aa,, @,8;, 84,
. als Tangenten dreier Ke-
gelschnitte [AA;], [A A,],
[A;A.], wovon jeder jene
swei festen Geraden be-
rihrt” D) A

-

stehendeWinkel (aa,),(a,a,)
eines verinderlichen voll-
stindigen Vierseits aa,a,a,
(Fig. 50.) der Grdlse nach
bestindig, aber drehen sie
sich um ihre festen Schei-
telpunkte (BB, (B,B,),wih.
rend eine dritte Ecke (aa,)
sich in irgend einer festen
Geraden A bewegt, so
durchlaufen die drei @bri-
gen Ecken (aa,), (a,a,), (a,0,)
sdrgend drei Kegelschnitte
[BB,], [B,B,], [B.B,], wo«
von jeder durch jene zwei
festen Punkte geht” *)

.

*) Den Sats rechts (wenn n¥mlich nur der Kegelschnitt [B,B,] .

‘beriicksichtiget wird) hat ‘Newton zur Erzeugung oder Beschrei-
bang der Kegelschnitte angewandt (Princip. phil. nat. math.), und
Mac-Laurin benutate ihn in seiner organischen Geometrie,

Die obigen Sitze sind fibrigens, wie man bemerken wird, nur
besondere Fille von denjenigen Sitzen, die statt finden, wenn ei-
nerseits A und A,, und andererseits B und B, nicht ivisch,
soridern schief liegen, wo alsdann die Seite qq, sich als Tangente
eines die Geraden A, A, beriihrenden Kegelschniits bewegen, und
andererseits die Ecke (aa,) einen durch die Punkte B, B, gehen-
den Kegelschniit durchlanfen mufs, )

12
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47. Von der grofsen Menge ven Verbindangen
projectivischer Geraden und chener Sirahlbischel,
soll hier nur noch folgende Verbindung Platz finden,
welche zu solchen zasammengese(zten Sifzen (oder Po-
rismen) und Aufgaben filbrt, die nach der Art, wie man
dergleichen Sktze und Aufgaben bei bisher gewdhnli-
cher Darstellungsweise zu wiirdigen pflegt, leicht fiir
bedeutender und schwieriger gehalten werdea diirften,
als sie es nach Maafsgabe der gegenwirtigen Entwicke-
lung in der That sind.

Hat man in einer Ebene irgend eine Anzahl n be-
liebige projectivische Gerade A, A, A,,..... As;, WoO-
von je zwei sich in schiefer Lage befinden (within je
zwei einen Kegelschnitt erzengen), so erzeugen sic im
Ganzen 3n (n—1) Kegelschnitte, und zwar wird darch
je eine Reihe entsprechender Punkte, wie etwa durch
a, a,, 05, ..... Ga—, ¢in vollstindiges n Eck bestimmt,
von dessen jn(n—1) Seiten (§. 19.) jede einen von
jenen Kegelschnitten bertibrt. Durch n—1 der ‘genann-
ten Kegelschnitte, die zusammen von allen Geraden ab-
hingen, etwa durch _die Kegelschnitte [AA,], [A,A,],
[AsAs), .....) [As—3An], 4. b., dorch die n—1 Ke-
gelschnitte, weleche, wenn man die Geraden in eine
Reibe geordnet hat, von den unmittelbar auf einander
folgenden |Geraden abhingen, ist offenbar umgekehrt
die projectivische Bezichung der Geraden, und sind somit
aych alle {jbrigen Kegelschnitte bestimmt. — Da ande-
rerseits Entsprechendes statt findet, so folgen also nach-
stehende umfassende Sitze:

I. ,Wenn in einer Ebene I ,Wenn in einer Ebene
sich irgend eine Anzahl n sich irgend eine Ansahl n
beliebige feste Gerade A, beliebige feste Punkte B,
A, A,,..... A, befinden, B,, B,, ..... B,, befinden, -

von denen, der Reihe nach von denen, der Reihe nach
genommen, je swei unmit- genommen, je swei unmit-
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telbar aufeinander folgende
von irgend einem beliebi-
gen festen Kegelschnitte
beriihrt werden, welches
also im Gansen n—1 Kegel-
schnitte [AA ], [A,A.],-c..0s
[Apg A.,] sind, und wenn
ein verinderliches voll-
stindiges nEckaa,8g...
sich so bewegt, dals seine
Ecken @, 4,, g, «.... » O,
derReihe nach, jene festen
Geraden durchlaufen; wkh-
rend diejenigen n—1Seiten
desselben, welche die nach
der Ordnung unmittelbar
aufeinander folgenden
Ecken verbinden, also die
Seiten aa,, 0,8, 048,,
O,2 0, sich beziehlich
als Tangenten um jene fe-
-sten Kegelschnitte herum-
bewegen; so bewegen sich
die § (o-1) (0-2) tibrigen Sei-
ten als Tangenten um eben
so vieleKegelschnitte, von
denen jeder insbesondere
diejenigen zwei festen Ge-
rvaden berithrt, welche von
den Endpunkten der suge-
horigen Seite darchlaufen
werden.”

Zusammengesetrtére Sitze und Porismen.
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telbaraufeinahder folgende
in irgend einem beliebigen
festenKegelschnitte liegen,
welches also imGanzenn—1
Kegelschnitte (BB, ], [B,B,],
sseee (B-_. B.‘_’] .ill-d, '.a
wenn ein verinderliches
vollstindiges n Seit aa a,
ecses 8¢ sich so bewegt,
dafs seine Seiten a, a,, a,,
ecsce 834, der Reibhe nach
sich um jene festenPunkte
dreben, wihrend diejeni-
gen n—1 Ecken desselben,
in welchen sich die nach
der Ordnung unmittelbar
aufeinander folgenden Sei-
ten schneiden, also die
Ecken aa, aa,, a8, .....,
2,9 8, onach der Ordnung
beziehlich jene festen Ke-
gelschnitte durchlaufen; so
durchlaufen die § (o-1) (n-2)
ibrigen Ecken des n Seits
eben soviele verschiedene
Kegelschnitte, von wel
chen jcder insbesondere -
durch diejenigen zwei fe-
sten Punkte geht, um wel-
che sich die swel Seiten,
die sich inderzugehdrigen
Ecke schneiden, drehen.”

Zu der grofsen Menge besonderer Fille, welche

in den vorstehenden Sitzen enthalien sind, und die
namentlich dadurch entstehen, dafs man den Gebilden
A, A, A,, ....., oder B, B,, B,, ..... eigenthiimliche
Lage zukommen lifst, oder sie als gleich, oder die er-
steren als #hnlich annimmt, u. s. w., gehtren z. B. auch
folgende, wo nimlich angenommen wird von den Ge-
‘bilden A, Al, esece An-—[, oder B, B, B.,_l befin-
den sich, nach der Reilie, je zwei nnmitielbar aufein-
12*
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ander folgende in perspectivischer Lage. In diesem
Falle vereinfachen sich die obigen Sitze auf folgende -

bekannte Sttze:
IL.,Durchlanfen dieEcken

A, 0y, Ggyeese. B, eines ver-
inderlichen vollstindigen
n Ecks, nach der Reihe, n
beliebige feste Gerade A,
..... A, ,, die in einer
Ebene liegen,wihrend n—1
Seiten desselben, die ir-
gend einem einfachen nEck
angehdren, aus welchen
das vollstindige besteht,
etwa die~Seiten aa,, @,8¢
eerees By gy y, sich um eben
so viele beliebige feste
Punkte B, B, ..... s By
drehen, so bewegen sich
die { (@—1) (n—2) iibrigen
Seiten, einzeln genommen,
als Tangenten um eben so
viele Kegelschnitte, von
denen jeder diejenigen
swei festen Geraden be-
riihrt, welche die zwei
Ecken, die in der zugehd-
rigen Seite liegen, durch-
laufen.” Auf die genannten
n—1 Seiten aa,, an,,
Oy 8, konnte man ferner
den nebenstehenden Satz anwen-
den, wodurch der diesseitige Satz
noch ausgedehnter witrde,

ooooooo

Der Satz links wurde

‘ten a, 2, 0,

‘Ecken aa,, a, a,,

II. y,Drehen sich die Sei-
..... y 2, ei-
nes verinderlichen voll-
stindigen n Seits nach der

‘Reihe um n beliebige feste

Punkte B, B,, B,, B

n-fy

"die in einér Ebene liegem

wihrend n—1 Ecken des-
selben, die irgend einem
einfachen nEck angehdren,
aus welchen das vollstin-
dige besteht, etwa die
Ecken aa;, a, ag,....,8, 52,
eben so viele beliebige fe-
ste Gerade A, A, v A
durchlaufen, so durchlau-
fen die { (n-1) (n-2) dbrigen
Ecken, einzeln genommen,
eine gleiche Anzahl be-
stimmter Kegelschnitte,
von denen nimlich jeder
durch diejenigen zwei fe-
sten Punkte geht, um wel-
che sich die zwei Seiten,
die sich in der zugehdri-
gen Ecke schneiden, dre-
hen” Auf die genannten n—1 °,

ooooo

..... s 8.0 2y ¢
kinnte man ferner den nebenste-
henden Satz anwenden, wodurch
der diesseitige Satz noch voll- * °

stindiger wviirde,

zuerst von B’raikenri’dg‘e

bewiesen*); um die Erfindung eines Theiles dieses
Satzes stritt er sich mit Mac-Laurin (Phil. Trans.)

*) Exertitatio geometrica de descriptione linesram curyaram.
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Dafs und in wie fern die obigen Sitze (§. 23, IL)
-wiederum besondere Fille der vorstebenden Sitze sind,
wird man leicht wahrnehmen. .

Die folgenden zwei Aufgaben sind auf #hnliche
‘Weise umfassend, wie die oben stehenden Sitze (I.).

III. ,Werden.von den Sei-
ten A, A, ..... ,Apq eines be-
liebigen nEcks je zwei un-
mittelbar aufeinander fol.
gende von irgend einemKe-
gelschnitte bertihrt, wel-

_ches im Ganszen n Kegel-

-

schniue [AA‘], [A,A']' ®osecy
[A, A] sind, so soll ein an-
deres n Eck beschrieben
werden, dessen Ecken q,4,,
..... s Oyq, nach der Reihe,
in den Seiten jenes nEcks
liegen, und dessen Seiten
oy, A, 8g,0000 s fnq @, mach

. der Reihe, jene Kegel-

schnitte berihren”

L Liegenvon denEcken
B,B,,....., B, eines belie.
bigen nEcks jezwei uamit.
telbar aufeinander folgen-
de in irgend einem Kegel-
schnitte, welches im Gan-
zennKegelsclschaitte[BB,],
B,B.),-.... +[B,¢B] sind, so
soll ein anderes nEck be-
schrieben werden, dessen

Seiten a, a,....., a, 5. nach

derReihe, durch die Ecken
jenes nEcks gehen, und
dessen Ecken aa,, a,ag.....5
on-1a, nach der Reihe, in
jemen Kegelschnitten lie-

. gen”

Die Mittel, durch welche die vorliegenden Aufga-
ben leicht geldst werden, sind in dem Bisherigen ent-

- halten und bereits mehrfach angewandt, so dafs ich

die Auflosung dem Leser zur Selbstiibung tiberlassen

darf. Die frithere Aufgabe in (§. 25.) ist iibrigens gin

" besonderer Fall von jeder det zwei vorstechenden Auf-

gaben, '
Anmerkung
48, Es ist fast tiberflissig, nochmals zu erinnern,

dafs die von (§. 41.) an bis hierher durchgefiihrten Be-
trachtungen, denen projectivische Gebilde (Gerade und

- ‘ebene Strahlbiischel) in der Ebene. aur Grundlage dien-

- ten, auf entsprechende Weise bei projecﬁviichen Ge-

bilden (ebene Strahibiischel und Ebenenbiischel) im Strahl-



182 Erzeuguisse projectivischer Gebilde, £9.

biischel imRavme statt baben, ja dafs dieResultate jener
Betrachtongen, sogleicch auf die letzteren Gebilde tiber-
tragen werden kinnen, wenm man pimlich, wie bereits
oben angegeben worden (§.33. u. Ende §. 36.), berall:

Strabl, ebener Strahlbiischel, Ebenenbiischel,
n kantiger Kdrperwinkel, n seitiger Kdrperwin-
kel, Kegel (zweiten Grades), beziehlich statt: Punkt,
Gerade, ebener Strahlbéischel, n Eck, n Seit,
Kegelschnift setzt. — Ebenso finden die Betrach-
tungen anf entsprechende Weise auf der Kugelfliche
statt, und es lassen sich die genannten Resultate dhn-

licherweise auf dieselhe tibertragen (§.34, und §. 38).

Erzeugnisge projectivischer Gebilde im Raume.

49. Es ist nyn noch zu untersuchen (§. 39.), was
for annren durch die entsprechendep Elementenpaare
irgend ‘zweier - projeetivischen Gebilde, die sich weder
in derselben Ebene noch in demselben Strablbiischel,
sondern belichig. im Raume hefinden, ersengt werden.
Pie drei Arten von Gebilden, Gerade, ebene Strabl-

_ biischel wad Ehenenblischel, geben in dieser Hinsicht,
wenn sie pasrweise genommen wetden folgende sechs
Fille: -

1) éine Gerade A uud ein Ebenenbilschel 2,

2) zwei ebene Strahlbiischel B, B,,

3) ein Ebenenbiischel ¥ und ein ebener Strabl-
btischel B, '

4), ein ebemer Strahlbiisehel B und eine Gerade A,

8) zwei Gerade A, A,, und .

6) zwei Ebenenbiischel %, %,.

Von diesen seche Fiillen sind der filnfie- wad sechste
ungleich. wiohtiger und folgenreicher, als die vier iibri-

gen; Ietztere walkem daber zuerst, hicseitiget werden. .
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- L Liegon awei projectivische Gebilde, eind Gerade
A und ein Ebenenbtischel ¥, beliebig im Rauine, 4. b,
befinden sie sich in schiefer Lage, o findef keirr uns
mittelbares Erzeuguifs durch ibre entsprechenden Ele-
mentenpaarc statt. Ein mittelbares Erzeugnifs wird' un-
ten im Anhange gegeben (§. 60, 26.).

‘1L Liegen zwei projectivische ebene Strahibiisehel
B, B, beliebig im Raume, so geben sie ebenfalls kein
unmittelbares Erzeugnifs, wohl aber findet bei fhnen
der folgende Umstand sfatt.

»legt man, von irgend eincm beliebig anm-
gerommench Punkte D aus, Gerade, welche
die entaprecien&en Strahlenpaare a und a,, b
und by, ¢ und ¢,, ..... , der Strahlbiischel B, B,
schueiden; so llegen alle diese Geraden in ei-
ner Kegelfliche D zweiten Grades.”

Dieser Satz. grindet sich anf den fritheren ¢ 38
‘I, rechts). Denn denkt wman sich zwei Ebénenbtischel
%, %, , defen Aven duich den Pankt D gehen, und welche
wit den gegebenen ebenen Strahlbtischeln B, B, per-
spectivisch sind, 80 werden dieselben unter sich projec-
tivisch sein, und mithin werden die Darchschnitte der
- entsprechendon Ebene¢npaare « und o,, fund §,, y
uitd y,, ....., zufolge des angefiihrten Satzes, in einer
Kegelfliche D liegen, und da diese Durchsebiitte offen-
bar die genannten, durch den Pubkt D, gelegten Ge-
raden sind, so folgt daraus die Richtigke¢it des vorste-
henden Satzes.

HI. Liegén zwei projectivische Gelnlde A B— enh
Ebenenbischel und ein ebener Strahibiischel — belie-
big im Raume, ,s0 liegen offenbar die Punkte,
in. welchen die entsprechenden Elemémten-
paare cunda, fundb, yundc, ..... sich schnei-
den, in irgend eincin Kegelschnitt” Denn die
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Ebeae des Strahlbiischels B schneidet dem Ebenenbii-
‘schel % in einem ebenen Strablbiischel B,, welcher mit
dem Strablbischel B projectivisch ist, und mit ibm den
genannten Kegelschoitt erzengt.

IV. Liegen zwei projectivische Gebilde A, B —
eine Gerade und ein ebener Strablbiischel — beliebig
iin Raume, so wird durch je zwei entsprechende Ele-
mente derselben eine Ebene bestimmt, d. bh., durch je-
den Punkt g, 6, ¢, ..... der Geraden A und durch den
ibm entsprechenden Strahl a, b, ¢, ..... des Strahlbi-
schels B geht eine bestimmte Ebene, und es frigt sich,
welchem Geseiz diese Ebenen insgesammt unterworfen
seien? Diese Frage kann leicht durch frithere Sitze
beantwortet werden, z. B. wie folgt.

Denkt man sich einen Strahlbiischel B,, welcher
mit dem gegebenen B concentrisch und mit der Gera-
den A perspectivisch ist, so wird also derselbe mit B
projectivisch sein, und die Ebenen, welche durch die
entsprechenden Strahlenpaare der beiden Strahlbiischel
B, B, gehen, werden offenbar die vorgenannten, zu
untersuchenden, Ebenen sein. Nun werden alle diese
Ebenen, zufolge (§. 38, IL), von einem Kegel zweiten
Grades bertibrt, und zwar findet dabei der besondere
Umstand statt, dals die Ebenen der Strablbiischel B, B,
vom Kegel in denjenigen zwei Strablen beriibrt wer-
den, deren entsprechende in ihrem Durchschnitte ver-
einigt sind, Daher werden auch die Gebilde A, B vom
Kegel in denjenigen Elementen beriibrt, deren entspre.
chende ‘in ihrem gegenseitigen Durchschnitte znsammen-
treffen, d. bh., trifft die Gerade A den Strahl d des
Strablb(lscbelé B, und wird sie von demselben im Punkte
¢ getroffen, so wird sie vom Kegel im Pankte d.und
die Ebene des Strahlbiischels wird von demselben im
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Strable e berithrt. Demgemifs folgt der nachstehende’
Satz: :
Befinden sich eine Gerade A und ein ebe-
ner Strahlbtischel B, die projectivisch sind, im
Raume in beliebiger Lage, so beriihren die
Ebenen, welche durch ihre entsprechenden
Elemenienpaare bestimmt werden, irgend eine .
Kegelfliche zweiten Grades, deren Mittel-
punkt (Scheitel) mit dem Mittelpunkt B des
Strablbtischels zusammenfillt, und welche die
Gerade A und die Ebene des Strahlbiischels
B in denjenigen Elementen d,e beriihrt, deren
entsprechende d, ¢ (im gegenseitigen Durch-
" schnitte der Gebilde) sich treffen.” .
Bei diesemn Satze konnen folgende zwei besendere
Fille eintreten. 1) Die Gerade A kann den Mittel-
punkt des Strahlbiischels B treffen; damm reduzirt sich
der genannte Kegel auf die Gerade. A, d. h., in die-
sem Falle bilden die genannten bertibrenden Ebenen
ein Ebenenb#ischel, dessen Axe A ist. 2) Der Strahl-
_ bitschel B kann aus einem System paralleler Strahlen
bestehen; dann tritt an die Stelle des Kegels ein Cy-
linder. - - B :

. 50. Von den obigen sechs Fillen sind nun noch
die zwei wichtigsten zu untersuchen (§. 49, 5, 6.), nim-
lich ‘es ist noch zu untersuchen, welchen Gesetzen bei
zwei projectivischen Geraden A, A,, die im Raume
beliebig liegen, die ' simmtlichen Projectionsstrablen,
und bei zwei projectivischen, im Raume beliebig lie-
genden, Ebcnenbtischeln %, 9, die Durchschnittslinien
der entsprechenderr Ebenenpaare unterworfen sind, d.
h., welche Figuren durch sie erzeugt werden, und wel-
che bemerkenswerthe Umstinde dabei statt finden. Nach
der Art,-wie vorhin die vier tibrigen Fille betrachtet
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wutden, lassen sich Gber die gegenwirtigen Fille vor-
liufig folgende Eigenschaften angeben. _

‘Befinden sich zwei projectivische Gerade A, A, in
beliebiger Lage im Raume, so wird jeder beliehige
Punkt D mit allen ihren Projectionsstrahlen ein System
von Ebenmen bestmmen, welche die gesammten Berith-
rungsebénen cines Kegels D zweiten Grades sind, Dena
denkt man sich zwei ebené Strablbischel B, B,, deren
Mittelpubkte in D liegen, und welche mit den gegebe-
nen Geraden A, Ay perspectivisch sind, se sind die-
selben wter sich projectivisch (§. 11, 1IL) und erzeu-
gen, sufolge (§. 38, 1L.), den genamnter Kegel; weil
offenbar die Ebenen, welche durch die entsprechenden
Strablenpaare der Strahlbiischel B, B, gehen, dieselben
sind, welche durch den Punkt D und darch die ent-
sprechenden Punktehpaare (oder die Projectionssirakden)
der Geraden A, A, bestinmit werden, woher demn die
Richtigkeit der - ebén ausgesprochenen Behauptung er-
hellet.

Befinden sicli andererseits: zwei projeetivische Ebe-
nenbtischel ¥, ¥, in beliebiger schiefor Lage im Raume,
so wird irgend eine Ebene E die gesamuiten Durch-
schnittslinien ibrer entsprechenden Ebenenpaare in'_ei-
nem Kegelschnitte schneiden, d. b., die Punkfe, in wel-
chen die Ebene allen' jenen Durchschnittslinien begeg-
net, bilden irgend cinen Kegelschnitt. Denn die Ebene
E schueidet die gegebenen Ebenenbféischel o, %, in
awei ebenen Strahlbitscheln ‘B, B,, welcke projeetivisch
sind (weil % und 9, es sind), und welche also, zu-
folge (§- 38, kV.), cinen Kegelschnitt erzeugen, der of-
fenbar der vorgenammte Kegelschnitt ist.

Demnach folgt also zuforderst, dafs:

|
|
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wWean swel projectivi.
sche Gerade A, A, im Rauw-
me beliebig liegen, so sind
dieEbenen, welche irgend
ein beliebig angenommener
Pankt D mit allen ibren
Projectionsstrahlen be-
stimmt, die gesammten Be-
rithrungsebenen eines Ke-
gels aweiten Grades, wel-
cher jenen Punkt zum' Mit-

welche im Raume beliebig liegen.
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wWenn zwei projectivi,
sche Ebenenbischel %, ¥,
im Raume beliebig liegen,
oo wird die Figur (Flache),
welche durch die gesamm-
tenDurchschnittslinien ih-
rer entsprechendea Ebe-
nenpaare bestimmt wird,
von jeder beliebigen Ebe-
ne E in irgend einem Ke-
gelschaitte geschaitten”

telpunkt hat”

"61. Um die begonnene Untersuchung (§. 50.) nach
ibrem ganzen Umfange durchzufiibren, diene folgende
Betrachtung, durch welche der Gegenstand vollstindig

und klar dargestellt wird. '

L Simd zwei Gerade A, A, mit einem und den-
selben Ebenenbischel A, (welcher zur Zweckmifsigkeit
fiir die gegenwirtige Betrachtung durch A,, statt durch
#,, wie bisher, bezeichnet werden soll) perspectivisch
(§. 28, 11L), so sind sie unter sich projectivisch, und
wenn si¢ einander micht schneiden, so wird man ihre
Lage als eine beliebige schiefe Lage im Raume anse-
hen konnen. Da die entsprechenden Punktenpaare a
wod a,, 5 und b,, ¢ und ¢;, u. 8. w. der Geraden A, A,
in den Ebenen a,, f,, 73, u. 8. w. des Ebenenbiischels
A, liegen, so miissen auch ibre Projectionssteablen aq,,
56,, ¢¢;, w. 8. w., oder a, b, c, ....., in diesen Ebenen
liegen und daher schneiden alle Projectionsstrahlen, a, b, c,
. euser die Axe A,, 80 dafs also dieselben ein System von
Gezaden bilden, wovon jede die drei Geraden A, A,,
Ajschneidet. — Sind andererseits zwei Ebenenbiischel
A, A, mit einer und derselben Geraden A, perspecti-
visch, also unter sich projectivisch, und liegen ihre
Axen A, A, nicht in einer Ebene, so dals also ibxe
Lage als- beliehig schief angesehen werden kann, so
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begeguet die Durchschnittslinie je zweier entsprechen-
der Ebencn derselben, d. bh., die Durchschnittslinien
der Ebenenpaare aund a;, § und £, y und z,, u.s. w.
offenbar jeder der drei Geraden A, A,, A,.

II. Geht man umgekebrt von der Forderung aus,
es sollen, wenn im Raume irgend drei Gerade A, A,,
A,;, wovon keine zwei in einer Ebene liegen, gegeben
sind, andere Gerade a, b, c, d, ..... gefanden wer-
den, welche jene drei schneiden, so wird man, nach
dem was man so eben (I.) gesehen hat, auf.folgende
zwei Arten der Aufgabe ihrem ganzen Umfange nach
genligen, .

@) durch eine der drei gegebenen Geraden, etwa
durch A,, denke man sich eine beliebige Ebene «,, so
wird di¢se die zwei fibrigen Geraden A, A, in zwei
‘Punkten a, a, schnciden, durch welche eine Gerade
04, oder a bestimmt wird, die offenbar der Forderung
genilgt. Lifst man nun in der Vorstellung die Ebene
a, sich um A, herumbewegen, so sicht man die Ge-
rade a Lings der drei Geraden A, A,, A, fortgleiten,
und zwar so, dafs sie nothwendiger Weise mach und
pach in' die Lage jeder anderen Geraden b, ¢, d, .....
gelangt, die der Aufgabe gentigt. Zugleich folgt dar-
aus, dafs durch jeden Punkt jeder der zwei.Geraden
A, A, eine, aber nur eine einzige schneidende Ge-
rade gebt. Denn da die Ebene o, durch ihre Bewe-
- gung ein Ebenenbiischel. A, beschreibt, so sind die
Geraden A, A,, in Ansebung der entsprechenden Punk-
tenpaare a und q,, b und b, u. s. w., in welchen sie
‘nach einander von jener bewegten Ebene geschnitten
werden, projectivisch (§. 28, IIL), d. b., sie werden
" von den gesammten Geraden a, b, ¢, d,..... , welche
die drei Geraden A, A,, A, schneiden, projectivisch
geschnitten, so dafs diese Schaar Gerader. ibre Projec-

\
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tionsstrablen sind. Diejenigen zwei schneidenden Ge-
raden oder Projectionstrablen q, r, welche nach den
unendlich entfernten Punkten g, v, der Geraden A, A,
gerichtet sind, also die Parallelstrablen (§. 9.), erhalt
man, wenn die bewegte Ebene «, in die Lage kommt,
wo sie mit A oder A, parallel ist, nimlich ist sie mit
A parallel, so wird sie die andere Gerade A, imn Punkte
q: schneiden, und ist sie mit A, parallel, so wird sie
der A im Puankte ¢ begegnen, und alsdann sind . die
Strablen, welche man durch diese- Pankte q,, ¢ den
Geraden A, A, parallel zieht, die genannten Parallel-
strablen q, r. Hierdurch ist auch zugleich die Aafgabe
geldst: ,Diejenige Gerade (q oder r) zu finden,
welche irgend zwei (im Raume) gegebeneGerade
(Asund A, oder A;undA) schneidet und mit irgend
einer gegebenen dritten Geraden.(A oderA,) pa-
rallel ist.”

Gleich wie die_zwei Geraden A, A, von der Schaar-
Gerader a, b, c, d,..... projectivisch geschnitten wer-
den, eben so werden auch die zwei Geraden A, A,,
oder A,, A,, und also alle drei Geraden A, A;, A; von’
denselben projectivisch geschnitten. -

b) In einer der drei gegebenen Geraden, etwa in:
A;, .nebme man einen beliebigen Punkt a4 an, und
denke sich durch diesen und durch. die 2wei &brigen’
Geraden A, A; zwei Ebenen «, «,, 80 wird die Durehq-
schnittslinie a der letzteren offenbar der obigen Forde--
rung geniigen, d. b., sie wird die drei Geraden A, A,,
A, schneiden.. Lifst manp nun in der Verstellung den
Punkt @, sich in der Geraden A, fortbewegen, so wird
die genannte .Durchschnittslinie a lings der drei festen
Geraden A, A,, A, fortgleiten, und zwar so, dafs sie-
nach und nach in die Lage jeder anderen Geraden
b, ¢, d,..... gelangt, die der Aufgabe geniigt. Dureh -
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"jedan Punkt der Geraden A, geht demnach eine, und
nur eine Gerade, welche die drei festen Geraden A,
Ay, A, schneidet. Wiahrend der Punkt ¢, die Gerade
A, durchlsuft, drehen sich die genannten Ebenen «, o,
um die Axen A, A; und beschreiben also zwei Ebenen-
biischel A, A,, die unter sich projectivisch sind, weil
beide mit der Geraden A, perspectivisch sind, nnd de-
ren entsprechenden Ebenen &« und o, # und 6, y und
7 u. 8. w, jene Schaar Gerader a, b, ¢,..... 22 Durch-
schnittslinien habep. Im Falle, wo der uneldheh ent-
fernte Punkt der Geraden A, an die Stelle des beweg-
ten Punktes g, tritt, werden offenbar die zugebdrigen
Ebenen (o, a)) der Geraden A, parallel, und folglich
wird auch ibre Durchschnittslinie dieser Geraden pa-
rallel, 50 dafs man also daraus ein zweites Verfabren
entnehmen kann, um die yorhin (a.) angeftihrte beson-
dere Aufgabe: ,eine Gerade zu finden, welche
irgend zwei gegebene Gerade A, A, schneidet
und mit isgend einer gegebenen dritten Gera-
den A, parallel ist,” zu lisen, nimlich man legt
durch A, A, diejenigen zwei Ebenen, welche der A,
parallel sind, so ist ibre -Durchschnittslinie die ver-
langte Gerade.

Eben so wie die genannte Schm schneidender Ge-
raden a, b, ¢, 4, ..... die Durchschnittslinien der ent-
sprechenden Ebenenpasre « und o,, und 8 und 3,
w. & W. gweier projeetivischen Ebenenbiischel A, A,
sind, sind sie es auch sowohl von zwei projectivischen
Ebenenbilscheln A, A,, als A,, A,, und mithin von
drei prejectivisehen Ebenenbiischeln A, A,, A,.

IH. Irgend drei beliebige Gerade A, A,, A, im
Raume, wovon keine zwei in einer Ebene liegen; kon-
nen alsa (IL) von einer unzihligen Schaar anderer Ge-
raden a, b, c; d, ..... geschnitten werden, und zwar
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finden dabei dic Umetknde siatt, dols je zwei von jenen
drei Geraden durch die Schaar Gerader projeetivisch
geschnitten werden, und dafs sio andererseits die Axem
zweier projectivischer Ebenenbiiachel sind, deren ent- -
sprechende Ebenen die Schaar von Geraden zu Durch-
schaittslinien babean, Da die Lage von zwei solchen
projectivischen Geraden oder Ebenenbiischeln, wie et-
wa A und.A,, als eine beliebige schiefe Lage angese-
hen werden kann, so ist sa vermnthen, dafs auch um-
gekehrt die Projectionsstrablen a, b, ¢, d,..... irgend
aweier schiefliegender projectivischer Geraden A, A,,
oder die Durchschaittslinien a, b, ¢, d,..... der ent-
sprechenden Ebenenpaare irgend zweier schiefliegendes
"projectivischer. Ebenenhiischel A, A, allemal von vie-
len anderen Geraden, wie etwa Ay, geschniiten werden
kopnen. Diese Vermuthung wird wie folgt als wahr
erwiesen. )

a) Befinden sich zwei projectivische Gerade A, A,
in beliebiger schiefer Lage im Reume, und man legt
irgend eine Gerade A, 80, dafs sie irgend drei Projec-
tionsstrahlen derselben schneidet, etwa die Projections-
strablen a, b, ¢ (II,), so werden, wenn man sich fir
einen Augenblick die Schaar Gerader denkt, welche
die drei Geraden A, A,, A, schiieiden, die beiden ge-
gebenen Geraden A, A, von denselben projectivisch
geschnitten (I1.), da nun die drei Geraden a, b, ¢ se-
. wobl zu dem einen als zu dem anderen System vom
Projectionsstrablen der Geraden A, A, gehorén, und
da die projeclivische Beziehung der letzieren durch drei
Projectionsstrahlen bestimmt ist, so sind folglich die
urspriinglichen Projectionsstrablen a, b, c, d, e, .....
der Geraden A, A, und die genannte Schaar Garader,
welche die drei Geraden A, A,, A, schneiden, eine
und dieselbe Schaar von Geraden, und folglich schneidet
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jede Gerade A,, welche irgend drei Projectionsstrahlen
a, b, c der gegebenen Geraden A, A, begegnet, auch
alle brigen Projectionsstrahlen d, e, ..... derselben. -

8) Befinden sich zwei projectivische Ebenenbiischel
A, A, in beliebiger schiefer Lage und man legt irgend
eine Gerade A,, welche irgend drei Durchschnittslinien
von entsprechenden Ebenenpaaren schneidet, etwa die
Durchschnittslinien a, b, ¢ der Ebenenpaare « und «,,
g und B, y und 7,, s0 wird dieselbe nothwendiger
Weise auch allen fibrigen Durchschnittslinien entspre-
chender Ebenen begegnen; denn wollte man sich um
die nimlichen Axen A, A, zwei andere Ebenenbiischel
denken, die unter sich projectivisch und zwar beide
zugleich mit jener Geraden A, perspectivisch wiren,
so dafs je zwei entsprechende Ebenen derselben durch
den nimlichen Punkt der Geraden A, gingen, so wiir-
den dieselben nicht von den gegebenen Ebenenbiischeln
A, 'A, verschieden sein kdnnen, weil sie mit diescn
die genannten drei entsprechenden Ebenenpaare gemein
hitten, durch welche eben die projectivische Beziehung
bestimmt ist. :

Aus beiden vorstehenden Betrachtungen (a, b.)
folgt also:

1) »Dafs die Projections-
strahlena, b, c,d,.....zsweier
projectivischer Geraden A,
A,, die sich in beliehiger
schiefer Lage im Raume
befinden, von unzihligen
Geraden A,, A;, A,
geachnitten werdenkdnnen,
und zwar schneidet jede
der letzteren alle jene Pro-
jectionsstrahlen,sobald sie
irgend drei derselben be-
gegnet.”

1),,Dafs die Durchschnitts-

linien a, b, ¢, d, ..... der
entsprechenden Ebenen
zweier schiefliegender pro-
jectivischerEbenenbiischel
A, A, von unzihligen Gera-
denAg,A L, AL, geschnit-
ten werden kdnnen, und
rwar schneidet jede der
letzteren alle jene Durch-
schnittslinien, sobald sie
trgend drei derselben be-
gegnet.”

2) "D em-
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2) ,Demnach haben dieProjectionsstrahlen
zweier schiefliegender projectivischer Gera-
den A, A, im Raume und die Durchschnittsli-
nien der entsprechendenEbenen zweier schief-
liegender projectivischer Ebenenbtischel A, A,
gleiche Eigenschaft, n&mlich sie sind eine
Schaar von Geraden a, b, ¢, d, e,....., welche
von einer anderen Schaar von unzihligen Ge-
raden A, A, Ay, Ay A,,...... geschnitten werden,

und zwar sind, zufolge (IL.):

»je zwei Gerade, die zu der
einen oder zu der andern
Schaar gehdren, unter sich
projectivisch und die jedes-
malige andere Schaar Ge-
rader sind ihre Projec:
tionsstrahlen”

nje sweiGerade, die zu der -
einen oder zu der andern
Schaar gehdren, die Axen
projectivischer Ebenenbé-
schel, deren entsprechende
Ebenen die andere Schaar
zu Darchechnittslinien ha-
ben” )

Oder (IL.):

3) ,Wenn im Raume ir-
gend drei Gerade A, A, A,
‘wovon keine zwei in einer
Ebene liegen,gegeben sind,
so giebt es in denselben
unzihlige mal drei solche
Pankte, die in einer Gera-
den liegen, so dals also die-
selben von einer unzihli-
gen Schaar Gerader a, b,
¢; d,....... geschnitten wer-
den kdunen, und diese letz-
tern kénnen hinwieder von
einer andern Schaar Gera-
der geschnitten werden, zu
welchen auch jene drei Ge-
raden gehdren; oder:

,Wenn im Raume

3) ,Wenn im Raume ir-
gend drei Ebenenbéschel
A, A, Ay, von deren Axen
keine zwei in einer Ebene
liegen, gegeben sind, ‘so
giebt es in denselben am-
zihlige mal dreisolchéEbes
nen, die sich in einer Ge-
raden schneiden, welche
den drei Axen begegnet, so
dafs also diese vom einer
Schaar Gerader geschnit.
teii werden, welche -eben-
fallsvon einer andernSchaar
Gerader geschnitten wer-
den, zu welcher jene drei
Axen gehdren; oder:

irgend drei Gerade A,

A,, A, irgend drei.andere Gerade a, b, ¢ schnei-
den, so schneiden alle Geraden 4, e, ......, wel-
13
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che den drei ersten begegnen, alle Geraden
Ag, A, .....,welche den drei letzten begegnen™);
. und es haben die zwei Schaaren Gerader A A,,
Ay A, Ay ey 8, b, 6, dy e,.... solcheBeziehung

zu einander:”

wdafs je zwei Gerade, die ,dafs je zwei Gerade ams
der nXmlichen Schaar an- einer Schaar die Axen pro-
gehdren, unter sich projec- jectivischerEbenenbéischel
givisch sind und zwar die sind, deren entsprechende
sndere Schaar Gerader zu Ebenen die andere Schaar
Projectionsstrahlen haben.” zu Durchschnittslinien ha-

ben” '

IV, Zwei solche zrusammengehdrige Schaaren von
Geraden, die einander gegenseitig schneiden, erfiillen
cine krumme, windschiefe Fliche zweiter Ordnung,
nimlich das ,einfacheHyperboloid” (hyperboloide
4 une nappe). Man kann daher, gemiifs der vorstehen-

den Sitze, auch sagen:

1) JIrgend zwei im Raume
beliebig schiefliegende pro-
jectivische Gerade A, A,
erzeugen ein einfaches Hy.
perbolotd, d. h. sie und alle

"ihre Projectionsstrahlen,
nebst der Schaar Gerader,
welche die letzterensehnei-
den, liegen in ¢inem einfa-
chen Hyperbolotd.”

1) ,Jrgend zwei im Raume
beliebigschiefliegende pro-
jectivische Ebenenbischel
A, A, erzeugen ein einfa-
ches Hyperbolotd, d. h. die
Durchschnittslinien ihrer
entsprechenden Ebenen,
nebst der Schaar Gerader,
welche dieselben schnei-
den, liegen in einem einfa-
chen Hyperbolotd.”

. Wenn in der Folge das einfache Hyperboloid als
durch zwei projectivische Gerade oder Ebenenbiischel
A, A, erzeugt angesehen werden soll, 60 mag es durch

[AA,] bezeichnet werden.

*) Diese EigensehaR wird hier mittelst der projectivischen
Bezichungen unstreitig viel einfacher bewiesen, als es z B. bei dem

. Beweise der Fall ist, welchen Hachette im Journal

far Ma-

thematik, Bd. I. & 342 mittheilt.
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Aus dem Obigen folgen ferner unmittelbar pach-
stehende Eigenschaften des einfachen Hyperboloids:

2) ,Das einfache Hyperboloid kann auf
zwei Arten durch Bewegung einer Geraden a
oder A, welche sich lings drei festen Geraden
A, Ay, A, oder a, b, c fortbewegt, erzeugt wer-
den (I, 3.); oder es enthalt zwei Schaaren von
Geraden (oder zwei Systeme von Strahlen),
welche einander schneiden, und welche die
worhin (III, 3.) angegebene Beziehung zu ein-
ander haben, nimlich:

yDafs die Geraden jeder ,Dals die Geraden jeder
Schaar unter sich projecti- SchaarAxenprojectivischer
visch sind, und azwar die Ebenenb. sind, deren eat- -
andere Schaar Gerader zu sprechende Ebenen die an-

ProlectionutnhlenInben" dere Schaar Gerader xu
Durchschnittslinienhaben.”

-~

Da hiernach jede Gerade, aus der einen oder aus
der andern Schaar, Axe eines Ebenenbiischels ist, des-
‘sen Ebenen durch die jedesmalige andere Schaar Ge-.
rader gehen, .80 folgt also von selbst die bekannte Ei-
genschaft:

3) ,Dafs jede Ebene, welche das einfache
Hyperboloid in irgend einer Geraden schnei-
det, dasselbe allemal noch in irgend einer an-
dern Geraden schneidet, und dafs diese zwei
Geraden nicht zu einerlei Schaar gehdren.”

. Jede solche Ebene, in der zwei Strablen des Hy-
perbolaids liegen, heifst ,Berithrungsebene” des Hy-
perboloids, und der Punkt, in welchem sich die zwei
in ihr liegenden Strahlen schneiden, heifst ibr ,Berfib-
rungspunkt.” Mit Rticksicht auf diese Bemerkung
lassen_sich jetzt die obigen Sitze (§ 50.) wie folgt
aussprechen: -

.
V

13*
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4) ,Alle Berdhrungsebe  4) ,Der gegenseitige
nen eueoﬂyperbololdq die Dureluelmut cines .cinfa-
. dureh irgend einen be- chen Hyperbololds und ir-
stimmten Punkt D gehen, gend einer beliebigen Ebe-
umhillen einenKegel zwei- me E, ist irgend ein Kegel-
ten Grades.” schnitt”

Da je zwei Gerade aus einer Schaar projectivisch
sind und die andere Schaar zu Projectionsstrahlen ha-
ben (2.), und da sie im Allgemeinen, wenn sie nimlich
nicht shnlich sind, Parallelstrahlen haben (§. 9, L), so
miissen also irgend zwei Gerade aus der andern Schaar
mit ihnen parallel sein, und daher folgt weiter:

6) ,Dafs die zwei Schaaren Gerader eines
einfachen Hyperboloids paarweise parallel
sind, d. b, dafs mit jeder beliebigen Geraden
aus der einen Schaar eine bestimmte Gerade
aus der andern Schaar parallel ist”

Spiter, im dritten Band, wird durch weitere Ent-
wickelung zu dem letzten Satze noch folgende Eigen-
schaft hinzugefiigt werden.

6) ,AlleEbenen, welche sich durch die ver-
schiedenenPaare paralleler Geraden (5.) eines
einfachen Hyperboloids legen lassen, schnei-
den einander in einem und demselben Punkte,
nimlich im Mittelpunkte des Hyperboloids,
und alle beriihren einen bestimmten Kegel
zweiten Grades, welcher Asymptoten-Kegel
des Hyperboloids genannt wird.”

Angenommen es seien etwa a und A zwei paral-
lele Gerade, so werden, wenn man sich den Ebenen-
biischel A denkt, dessen Ebenen 8, 7, 9, ..... s&mmt-
lich der Geraden a parallel sein, und da dieselben
durch die Schaar Gerader b, ¢, d,...... gehen, za wel-
cher auch a gehdrt (3.), so folgt also dnrch Umkeh-
rung der nachstehende Saiz:
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7) »Legt man durch eine Schaar Gerader
cines einfachen Hyperbolo¥ds Ebenen, welche
s3mmtlich mit irgend einer zu dieser Schaar
- gehdrigen Geraden (a) parallel sind, so schnei-
den sich alle diese Ebenen in einer und der-
sclben Geraden (A), welche der andern Schaar
angehdrt, und welche jener besondern Gera-
den (a) parallel ist.” '

Von den Geraden, die in einem einfachen Hyper-
boloid liegen, ist noch folgende merkwiirdige Eigen-
schaft, die sich -auf ibre Richtung bezieht, anzugeben.
Betrachtet man das Hyperboloid als durch zwei Ebe-
nenbiischel, etwa durch die Ebenenbfischel A, A, er-
zeugt, und denkt sich einen dritten Ebenenbiischel ¥,
der dem A gleich, und der so liegt, dafs die entpre- -
chenden Ebenen (und also auch die Axen) der Ebenen-
‘btischel A, U parallel sind, und dafs sich die Axen
der Ebenenbiischel ¥, A, schneiden, so werden also
auch die zwei letzten Ebenenbiischel projectivisch sein
und einen Kegel [YA,] zweiten Grades erzeugen (§.38,
IL). .Da die entsprechenden Ebenen der Ebenenbiischel
A, ¥ parallel sind, und mithin von den entsprechenden
Ebenen des Ebenenbtischels A, in parallelen Geraden
geschnitten werden, so folgt also, dals die Strahlen des
Hyperboloids [AA,] mit den Strablen des Kegels [¥A,]
parallel sind, d. b., es folgt daraus der nachstehende in-
teressante Satz:

8) ,Alle Strahlen (Geraden) eines einfachen
Hyperboloids sind mit den Strahlen irgend
eines bestimmten Kegels zweiten Grades pa-
rallel, s0o dafs, wenn man durch irgend einen
beliebigen Punkt Strahlen sich denkt, welche
den Strahlen des Hyperboloids parallel sind,
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dieselben eine bestimmte Kegelfliche zweiten
Grades erfiillen™™). h :

Aus dem letzten Satze und aus den obigen Sitzen
(2, 4 rechts) folgt weiter:

9) ,Dafs das einfache Hyperboloid, aufser den
obigen Fillen (1, 2.), unter andern auch durch fol-
gende Angaben bestimmt, und auf die dabei bemerkte
Art erzengt wird; nimlich: '

a) , Wenn irgend zwei Gerade, die zu einer -Schaar
gehdren und irgend ein ebener Schnitt (4. rechts)
dessclben gegeben sind; d. h., wenn im Raume
irgend ein Kegelschnitt K und irgend zwei ibn schnei-
dende Gerade, etwa A; A,, wovon aber keine in
geiner Ebene liegt, und die auch nicht zasammen in
einer Ebene liegen, gegeben sind; denn wird alsdann
eine drilte Gerade a so bewegt, dafs sie stets die

drei gegebenen festen Elemente K, A, A, schnei- -

det, so beschreibt sie die genannte Fliche; oder
wird alsdann durch jeden Punkt des Kegelschnitts
K eine Gerade gelegt, welche die zwei gegebenen
Geraden A, A, .schneidet (IL), so sind alle jene
Geraden die eine Schaar, und die zwei gegebenen
Geraden gehbren zu der anderen Schaar Gerader
der genannten Fliche.”

b) ,Wenn irgend zwei Gerade, die zu einer Schaar
gehdren, und irgend ein Kegel, mit dessen Strab-
len beide Schaaren Gerader parallel sind, gegeben

*) Die Strahlen des Hyperboloids sind namentlich mit denen
seines Asymptoten - Kegels (6.) parallel, und zwat liegt jeder Strahl
des letzteren in der Mitte zwischen denjenigen beiden Strahlen des
Hyperbololds, mit wélchen er parallel ist und mit denen er in ei-
ser Ebene liegt. Diese Eigenschaft nebst den obigen (3, 5, 6, 7, 8
und 9,b) habe ich schon bei einer friiheren Gelegenheit, im Jour-
nal £ Mathem. Bd. 2. S. 268, mitgetheilt. :
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sind; d. h., wenn irgend ein Kegel K zweiten Gra-
des und irgend zwei Gerade A, A,, welche mit
zwei Strablen des Kegels parallel sind, aber nicht
in einer Ebene liegen, gegeben sind; denn alsdann
beschreibt eine dritte Gerade, die sich so bewegt,
dafs sie stets die zwei gegebenen festen Geradett
schneidet und bestindig irgend einem Strabl des
Kegels parallel liuft, die genannte Fliche; oder
- wird alsdann mit jedem Strabl des Kegels eine

Gerade parallel gelegt, welche die zwei gegebenen

Geraden schneidet (11.), so sind alle solche Gera-

den die eine Schaar und die zwei gegebenen Ge-

“raden gehGren zu der anderen Schaar Gerader der

genannten Fliche.”

c) »Wenn irgend zwei zu derselben Schaar gehorige

Gerade A, A, und die Richtungen irgend dreier

. andern Geraden gegeben sind; denn da diese Rich-
tungen dreien Geraden sowohl von der einen als
" der andern Schaar angehdren (5.), so sind also,
zufolge (IL.), diejenigen drei Geraden zu finden,
welche die gegebenen zwei Geraden A, A, schnei-
den, d. b., welche nicht mit diesen aus gleicher

Schaar sind, wo sodann der obige Fall (2.) eintritt;

(auch kann der gegenwirtige Fall auf den vorherge-

henden (b.) zuriickgefithrt werden).”

Endlich folgt noch, wie leicht zu sehen:

10) ,Dafs das einfache Hyperboloid der
Form oder Gattung nach bestimmt ist, sobald
irgend funf Strahlen desselben der Richtung
nach gegeben sind, d. h,, es sind alsdann die
Richtungen aller iibrigen Strahlen, also der
Asymptotenkegel, genau bestimmt.”

52. In besonderen Fillen, wo die betrachteten pro-
jectivischen Gebilde entweder &hnlich sind, oder eigen-
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thimliche Lage zu cipander haben, el'illl such die
durch sie crzeugie Fliche, welche yorhin im Allge-
meinen das einfache Hyperboloid war (§. 51, IV.), be-
sondere Gestalt, oder gebt in Grenzfille iiber, die zu
verschiedenen, theils bekaunien, interessanten Sitzen
fabren. : -

:» L Angenommen es seien irgend zwei Gerade aus
ciner der zwei Schaaren von Geraden A, A,, A,, A,
.ouind 3, b, ¢, d,..... , die einander schneiden (§.51,
IV.), etwa die zwei Geraden A, A,, projectivisch
S8hnlich, so miissen ibre unendlich entfernten Panktc
einander entsprechen (§. 13, L), und also mufs einer
ibrer Projectionsstrahlen, d. b., eine Gerade der andern
Schaar (a, b, c, ..... ), unendlich entfernt sein, und da-
her folgt weiter, dals nicht nur jene zwei Geraden,
sondern dafs je zwei Gerade der ersten Schaar A}A;,
A,y ... projectivisch dhnlich sind, weil sie den-
selben unendlich entfernten Projectionsstrabl haben.
Denkt man sich den Ebenenbiischel, welcher irgend
eine Gerade der ersten Schaar, etwa die Gerade A,,
zur Axe hat, so werden dessenEbenen a,, 83, 73......
durch die zweite Schaar Gerader a, b, c, ..... gehen
(§ 51, IV.), und es wird dicjenige Ebene, welche nach
der vorerwibnten unendlich entfernten Geraden gerich-
tet ist, nothwendiger Weise den Geraden A, A, paral-
lel sein, .weil sie nach ihren unendlich entfernten Punk-
ten gerichtet ist, und folglich vereiniget diese Ebene
. die Richtungen der drei Geraden A, A,, A, in sich;
da ein Gleiches statt findet, wenn anstatt der Geraden
A, irgend eine der iibrigen Geraden A,, A,,...... ange-
nommen wird, und da durch die Richtungen der zwei
ersten Geraden A, A, alle Richlungen einer Ebene be-
stimmt 'sind, so miissen folglich die Richtungen aller
Geraden A, A, A,, Aq, A, ...... einer einzigen Ebene
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angehOren, d. h., diese Schaar Gerader mftissen simmt-
lich einer Ebeue parallel sein, und zwar kann durch
jede Gerade eine soiche Ebéne gelegt werden, mit
welcher alle parallel sind, und welche also alle Rich-
tungen der Geraden entbillt; alle solche Ebenen sind
folglich unter sich parallel, sie bilden einen Ebenenbii-
.schel, der aus einem System Parallelebenen besteht uind
dessen Axe die genannte unendlich entfernte Gerade
der zweiten Schaar ist. Zur leichteren Festhaltung mag
diese unendlich entfernte Gerade durch e bezeichnet
werden, dann heifsen die Parallelebenen, nach der-
Reihe in der sie durch die Geraden A, A,, A,, A,,......
gehen, ¢, &, &, &, ..... Diese Parallelebenen werden,
da sie durch die erste’ Schaar Gerader A, A,, A, Ay
geben, die andere Schaar lings derselben schnei-
den, und zwar werden sie dieselben projectivisch
hnlich schneiden, weil Parallelebenen alle Geraden,
denen sic begegnen, in gleichem Verbiltnifs theilen,
und folglich werden anch die zweite Schaar Gerader
ab,cd, ... » von der ersten projectivisch dbn-
lich geschnitten, daher miissen ibr anch dieselben Ei-
genschaften zukommen, wie der ersten, nimlich es mufs
einer ibrer Projectiopsstrablen, d. b., eine Gerade der
ersten Schaar, die A, heifsen mag, unendlich entfernt
sein, ferner miissen sie simmtlich einer Ebene parallel
sein, so dafs durch jede von ibnen eine Ebene geht,
mit welcher sie alle parallel sind, und. dafs alle diese
Ebenen, die nach der Reihe,a, oy 70, O, -.... heifsen,
unter sich parallel sind, und einen Ebenenbtischel bil-
den, dessen Axe die genannte unendlich entfernte Ge-
rade-A, der ersten Schaar ist. Man stelle sich nun
wiederum den vorbin erwiibnten Ebenenbiischel A,, des-
sen Ebenen o3, f3, 72y «eove , durch die zweite Schaar
Gerader a, b, ¢, ..... gehen, vor, und achte auf den
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ebenen Strahlbtischel, in welchemn er von einer der Pa-
rallelebenen an, fBa, 765 «oevee , etwa von der Ebene a.,
geschnitten wird, und welcher Strahlbiischel ebenfalls
«a heifsen soll, so werden offenbar die Strablen a,, b,, c,,
..... .dieses Strahibiischels der zweiten Schaar Gerader
abc..... parallel sein (weil, wenn z. B. eine Gerade a
ciner Ebene «, parallel ist, dann jede durch a gehende
Ebene «, die Ebene a, in einem Strahl a, schneidet,
der mit a parallel ist), woraus also folgt, dafs diese
Schaat Gerader genau alle Richtungen eines ebenen
Strahlbtischels ., oder genau alle Richtungen einer
Ebene «., enthalten. Aus gleichen Grtinden miissen
auch die erste Schaar Gerader A, A,, A,, A,, .....
alle Richtungen eines ebenen Strahlbiischels, oder einer
Ebene, nimlich der durch sie gehenden Parallelebenen
€y €1y E3y.enes , umfassen. Da der Ebenenblischel A, ei-
nerseits mit dem ebenen Strahibiischel @, in Ansehung
der Elemente a,, £, 7, ..... und a,, by, c,,....., und
endererseits mit der Geraden A in Ansebung der Ele-
mente a;, fyy 73y ... und a, 6, ¢, ..... » (wo nimlich
a, 6,0 ... die Punkte sind, in welchen die Gerade
.A zugleich von der zweiten Schaar Gerader a, b, ¢,
..... . geschnitten wird) perspectivisch ist, so sind folg-
Jich der ebene Strahlbtischel o, und die Gerade A in
Ansehung der Elemente a,, b, c., ...... und @, 8, ¢,
«+..o projectivisch, und da ferner die Gerade A wiit al-
len tbrigen Geraden der ersten Schaar A,, A,, A,
+.... projectivisch ist, so folgt also: dafs die zweite
Schaar Gerader a, b,-¢c, .......den Strablen a,, b, ¢
..... eines ebenen Strahlbtischels e, parallel sind, wel-
¢her mit den Geraden der ersten Schaar A, A,, A,,
As, ... projectivisch ist. Desgleichen sind die erste
Schaar Gerader A, A, Ay, A;,...... den Strahlen eines
tbenen Strablbitschels parallel, welcher mit der zweiten
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Schaar Gerader a, b, ¢, ...... projectivisch ist, und
welcher, 2. B. in der Ebene ¢ dargestellt, s beifsen soll.
Da, wie vorhin bemerkt worden, die zwei Schaarea
Gerader A, A, A,, A,,...... ,a, b, ¢ d,.... .mit swe
Ebenen &, «x (oder vielmebr mit z2wei Systemen Pa-
rallelebenen ¢, ¢, ¢, ...... y Gny Bas Yy oo ) paralied
sind, und zwar genau alle Richtungen derselben er-
schopfen, wogegen sie frither beim allgemeinen Falle
mit den Strablen eines Kegels zweiten Grades (des
Asymptotenkegels) parallel waren (§. 51, IV, 8.), 0
folgt also, dafs dieser Kegel im gegenwirtigen Falle
sich in jene zwei Ebenen aufgelost hat, und somit im
einen Grenzfall Gibergegangen ist. Jene Ebenen baben
, ferner die Eigenschaft, dafs, da jede durch eine endlich
entfernte und durch eine unendlich entfernte Gerade
geht, und da der Durchschnitt zweier solchen Geradea
‘nothwendiger Weise unendlich entfernt sein muls, ihre
Beriihrungspunkte (§. 51, IV.) mit der krummenFliche
(welche durch die zwei Sehaaren Gerader erfullt wird)
unendlich entfernt ist, woher denn jede solche Ebene
pnAsymptotenebene” genannt werden kann, so dals
also im gegenwirtigen Falle der Fliche zwei Systeme
Asymptotenebenen ¢, ¢, &, ...... y Gny Bny Yay coeees ZU=
kommen. Die Schaar Gerader A, Ay, A,, Ay, ..... sind
projectivisch #hnlich, und zwar in Ansehang der Pankte,
in welchen sie von den Asymptotenebenen aa, S, 7a
«....s geschnitten werden (weil diese Ebenen durch' die
zweite Schaar Gerader a, b, ¢, ..... gehen), daher
werden je zwei derselben, welche unter gleichen Win-
keln zu diesen Ebenen geneigt sind, offenbar projec-
tivisch gleich sein, und ‘dafs sie in der That paar-
weise projectivisch gleich sind, und dafs ein Gleiches
bei der zweiten Schaar Gerader a, b, c, d, ...... stait
findet, kann leicht gezeigt werden. Dean man denke
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sich zwei Asymplotencbenen, ctwa ¢ wnd a., nemne
iwe Durchschnittslinic X, und denke sich in der letz-
tena Ebene a, den cbenen Strahlbilschel «,., dessem
Strahlea a,, b,, c.,.....den Geraden a, b, ¢, ..... P>
rallel sind, s0 wird irgend e¢in bestimmter Strahl za
der Durchschnittslinie X senkrecht sein, und sodann
werden von den Gbrigen Sirahlen immer zwei und zwei
sowohl mit jenem Strabl, als mit der Darchschnittslinie
X gleiche Winkel bilden, und daher nothwendiger
Weise za der ersten Ebene & unter gleichen Winkeln
geneigt sein, woraus dann weiter folgt, dafs auch die ih-
nen parallelen Geraden a, b, c,..... paarweise mit der
‘Ebene ¢ gleiche Neigungswinkel bilden, und folglich
paarweise projectivisch gleich sind. Diejenige Gerade
aber, welche dem besondern Strahle, der zu der Durch-
schnittelinie X senkrecht ist, parallel ist, kann mit kei-
ner andern projeclivisch gleich sein; angenommen es
sei dies die Gerade a, dureh welche die Asymptoten-
cbene argebt, so wird also a auf X senkrecht stehen;
sus gleichen Grinden mufs unter der ersten Schaar
Gerader A, A,, Ay, A,, ...... sich eine bestimmte be-
finden, die mit keiner andern projectivisch gleich ist,
angenommen es sei die Gerade A, durch welche die
Asymptotenebene & gebt, so wird also auch A zu X
senkrecht sein; demnach mufs denn auch die durch die
zwei Geraden a, A gehende Beritbrungsebene (aA) auf,
der Darchschnittslinie X, und folglich auf beiden Sy-
slemen Asymptotenebenen ¢, ¢,, &,...... y On, ﬂ., Yngececes
zugleich senkrecht stehen; unter diesen Umstinden wird
X ,Axe” und der Durchschnittspunkt der Geraden a,
A, oder der Berihrungspunkt der Ebene (aA), wel-
cher ¥ heilsen. mag, wird ,Scheitel” der krummen
Fliiche. genannt. * Wird die krumme Fliche von irgend
.ciner. belichigen Ebene E geschnitten, so mufs der
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Schniit offenbar im Allgemeinen eine Hyperbel sein;
denn da die Fliche zwei unendlich entfernte Gerade
bhat, mufls er zwei unendlich entfernte Punkte hiben,
nach denen nimlich die zwei Durchschnittslinien, i
welchen die Asymptotenebenen &, . von der Ebene
E geschnitten werden, gerichtet sind, er mufs folglick
cine Hyperbel sein, deren Asymptoten diesen Durch-
schnittslinien parallel sind; in dem besondern Falle aber,
wo diese Durchschnittslinien der Axe X parallel, sind
(wo niimlich die schneidende Ebene E der Axe X, oder
- der Durchschnittslinie irgend zweier Asymptotenebenen
perallel ist), und wo sie also nach ecinem einzigen
unendlich entfernten Punkte gerichtet sind, gebt die ge«
nannte Hyperbel in eine Parabel iiber; den Asympto-
ten der genannten Hyperbel sind ferner auch irgend
zwei Gerade aus den zwei Schaaren Gerader A, A,
Asy Agy eeeee ,a, b, ¢ d, ... parallel, nimlich jedes-
mal diejenigen zwei, welche jenen Durchschnittslinien
parallel sind, in welchen die Asymptotenebemen ‘e, s
von der Ebene E geschnitten werden. — Je awei Ge-
rade aus einer der zwei Schaaren A, A,, A,,....., &, b,
€y voeeeey Wie 2. B, die Geraden A, A,; sind Axen zweier
projectivischer Ebenenbiischel, deren entsprechende
Eberen die jedesmalige andere Schaar zu Durchschaitts-
L. 2aben (§. 51, IIL), diejenigen zwei entsprechen-
den Ebenen aber, welche die unendlich entfernte Ge-
rade e der andern Schaar zur Durchschnittslinie haben,
also die Ebenen ¢, ¢,, mtissen nothwendiger Weise pa-
rallel sein, und da dies die einzige Eigenthtimlichkeit
ist, wodurch sich in diesem.Falle die zwei Ebenenbii
schel auszeichnen, so ist klar, dafs umgekehrt, wenn
- irgend zwei projectivische’ Ebenenbtischel A, A, sich -
in ‘solcher schiefer Lage befibden, wo irgend zwei ent-
sprechende Ebenen parallel sind, alsdann alle oben
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smgegebenen Umstinde und Eigenschafien statt finden
miissen.

Unter diesen besondern Umstiaden heifst die krumme
Fliche nicht mehr einfaches Hyperholoid, sondern ,hy-
perbolisches Paraboloid” Aus der obigen Be-
trachtung folgen pachstehende Eigenschafien und Erzeu-
gungsarien des byperbolischen Paraboloids.

1) ,Das byperbolische Paraboloid hat an-
ter andern folgende wesentliche Eigenschaf-
ten: a) es enthalt swei Schaaren Gerader A A,
A, A,,...... ,a, b, ¢ d,...... die einander projec-
tivisch &hnlich schneiden; auch sind die Ge-
raden jeder Schaar paarweise projectivisch
gleich, so dafs jede Gerade einer bestimmten
andern Geraden projectivisch gleich ist; zwei
Gerade A, a, aus jeder Schaar eine, machen
bhierin eine Ausnahme, d. h., sie haben nicht
ihres Gleichen; b) zwei andere Gerade A,, ¢
aus jederSchaar eine, sind unendlich entfernt;
c) durch jede Schaar Geraden geht einSystem
Parallelebenen, welche nach der unendlich
entfernten Geraden der andern Schaar gerich-
tet, und welche daher Asymptotenebenen sind,
so dafs esalso zweiSysteme paralleler Asymp-
totenebenen ¢, ¢, &, ..., @, o, Yay ... hat;
d) jede Schaar Gerader sind den Asymptoten-
ebenen, welche durch die andere Schaar ge-
ben, parallel und sie umfassen genan alleRich-
tungen dieser Ebenen, so dafs die Strahleén
eines Strahlbtischels in einer dieser Ebenen,
genau die Richtungen allér jener Geraden dar-
stellenm, d. b, jederStrahl ist einer bestimmten
Geraden parallel, und auch umgekehrt; o) jo-
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der solche Strahlbtischel, dessen Strahlen mit
"der einen Schaar Gerader parallel sind, ist
mit den Geraden der andern Schaar projecti-
wvisch (wobei ndmlich jeder Punkt, in welchem
eine dieser Geraden von einer von jenen Ger
raden goschnitten wird, demjenigen Strahl des
Strahlbiiachels entspricht, welcher der letz- ’
tern Geraden parallel ist); ) jedes Paar pro-
jectivisch gleicher Gerade (a) aus der einen
Schaar, sind zu den Asymptotenebenen, welche
durch die andere Schaar gehen, unter gleichen
Winkeln geneigt, und auch umgekehrt; g) jene
zwei besondern Geraden A, a, die mit keiner
andern projectivisch gleich sind, sind der
Richtung nach xu den Durchschnittslinien der
twei Systeme Asymplaetenebenen rechtwink-
lig, so dafs also ihre Ebene (aA) zu allen
Asymptotenebenen und zu derenDurchsohnitts-
linien rechtwinklig ist; ibr Darchschnittspunkt
o heifst Scheitel und die Durchschnittslinie
X der durch sie gehenden Asymptotenebenen
¢, @a heifst Axe, ihre Ebene (aA), die Beriih-
rungsebene im Scheitel, ist die einzige Be-
riihrungsebene, die auf der Axe X rechtwink-
lig steht; b) endlich wird es (das Parabolold)
von einer beliebigen Ebene E imAllgemeinen
in einer Hyperbel geschnitten, deren Asymp-
toten den Durchschaittslinien, in welchen die-
selbe die zwei Systeme Asymptotenebenen
schneidet, und daher auch irgend zwet Gera-
den, die zu den zwei Schaaren Gerader (a) ge-
horen, parallel sind, und nur in dem beson-
dern Falle, wo die schneidende Ebene E der
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Axe X parallel ist, wird es in einer Parabel
geschnitten” *).

2) ,Das hyperbolische Paraboloid ist un-
ter andern in folgenden Fillen bestimmt und
wird auf die dabei bémerkten Arten erzeugt:

a) durch irgénd zwei projectivisch hnliche
oder gleiche Gerade A, A;, die im Raume
.beliebig schief liegen; n&mlich die Gera-
den gehdren zu der einen Schaar und
ihre Projectionsstrahlen sind die simmt-
‘liche andere Schaar Geradler; .

b) darch zwei beliebige projectivische Ebe-
nenbiischel A, A,, die im Raume schief
liegen, aber so, dafs irgend -zwei ent-
sprechende Ebenen parallel sind; nim-
lich die Axen der Ebenenbiischel gehd-
- ren zu der einen Schaar, und die Durch-
schnittslinien ihrer entsprechenden Ebe-
nen sind die andere Schaar Gerader; '

c) durch zwei projectivische Ebenenbiischel,
‘wovon der eine aus einem System Paral-
lelebenen besteht, also eine unendlich
entfernte Axe (A, oder e¢) hat, und wenn
die Axe des andern jene Ebenen schnei-
det; nimlich ihre Axen gehdren-zu der

- -einen Schaar und die Durchschnittslinien
ibrer-entsprechenden Ebenen sinddie an-
dere Schaar Gerader, und die Parallel-
' : ebenen

*) Das sogenannte schiefe Viereck, welches M. Hirsch im
zweiten Bandé S. 238 seiner Sammlung geom.' Aufgaben be-
trachtet; ist, wie man bemerken wird, ein begrenzter Theil cineg
hyperbolischen Paraboloids, und die daselbst bewiesenen Eigen-
schaften folgen unmittelbar aus den hier oben stehenden.
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. ebenen sind das emeSyttem A:yltptoten-
+ ‘ebenen;

d) dureh irgend drei Gerade A, A,, A., die
‘mit irgend einer Ebene ¢, panllel sind,
aber wovon keine zwei in‘eiwer Ebene
liegen; n&mlich dieEbene s, ist eine Asymp-

. tetenebene, und die Geraden gehdven zu

.. der einen Schaar und alle sie schmejiden-
den Geraden sind die andere Schaar Ge-

... rader; oder eine Gerade a, die sich so
bewegt, dafs sie stets jene drei schneidet,

. beschreibt die andere Schaar Geradon
und somit die vorgenannte Fliche;

e) durch irgend zwei beliehige Gerade A,

. Ay im Raume und durch ¢ine beliehige,

. sie schneidende, Ebene a,, welches als

Asymptotenebene angenommen wirds
nimlich die Geraden gehdren zu der i
nen Schaar, und alle Geraden, welche: die4

selben schneiden und mit der Ebene ox
paralle] sind, sind die andere Schaar Ge-
rader, oder eine Gerade a, die sich so
bewegt, dafs sie stets jene zwei schnei-
det und bestéindig mit der Ebene parallel
ist, beschreibt die genannte Fliche; -

d) durch irgend eine Gerade A und nrgend‘
einen ebenen Strahlbiischel a. die pro-
jectivisch sind, und so liegen, dafs jena
nicht mit der Ebene des letzteren paral-
lel ist; ndmlich die Ebene des Strahlbi-
schels ist eine Asymptotenebene, und die
Gerade gehort zu der einen Schaar und
diejenigen Geraden diesie schneiden,. und
wovon jede demjenigen Strahl desStrahl

14 *
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-t -hriiashels, parallel ist, i welcher..ihrem
Durchschnittspunkte entspricht, sibd die
%", .aadeve Schaar.Geradey, oder cinedxbrade
" vina; die siqgh.s0 bewegt, .dafs sie stets.jene
. 'Geradé A schneidet und in jedem Augen-
. -.bliek dem ihrem Duschschpittspunkt ent-
.. veprdchenden;-Strahl des Strabhlbidechels
2 s iparhllel ist, beschreibt die genbnnte
K liche” *).. . . S Doy
- Die Zahl dieser Falle lifst sich leicht vermehren,
% B. dadarch, doés auch die Hyperbel und Parabeti(1,h.)
s ‘bestisnnnende Elemente angenommen wvietden #*).
IL. Vom byperbolisehen Parabolold findét: ein be-
sbndererFall statt, der sich xum allgeméinen Fulle $hn-
lieh verhilt, wie die gleichseitige Hyperbel zur beliebi-
gén, akmlich derjenige - Fall, wo die zwei Systeme
Asymplotetichenen zu einander rechtwinklig sind.
Haben A, a die ihnen bei der obigeu Betrachtung (I.)
beigelegte: Eigeaschaft, dafs sie zu der Durchsehnitts-
Linie'X der Asymplotenebenen ¢, &, rechtwinklig sind,
80 ‘Wird also im’ erwdhnten besondein Falle sowohl A

G CIPIE B

. *) Bei dem Grenzfalle, wo die gegebene Gerade A der Ebene
des Strahibiischels @, parallel wird (si¢ in cidem unendliéh ent-
feraten Punkte schneidet), writt an die Btelle der genanniens krum-
yen Flighe, die Parabel,. d. b., die ouf dje angegebeae Art be-
stimmten .Geraden. (zweite Schaar Gerader), mebst der gegebe-
ﬁéﬁ’Qeradeh A, sind die gesammten Tangenten einer garabel,
deretr \Ebene ‘mit -der Ebene des Strahlbiischels parnllél ist. .

] B . . .
~'**) Das synthelische Havuptmerl(mal, wodurch sich dié gegen-
wirtige Flkehe vom' einfachen Hyperbolotd unterscheidet, besteht
siwlich doriv, dals sie 2wei unendlich ' enifernte: Gerade enthilt;
sghald daber-aus irgend welchen Griinden folgt, dafs die erzeugte
mme t“l&cﬁe eine (oder zwei) unepdlich entfernte Gerade hat, so
‘Béraas zn’schliefsen, dafs sie niclit melir ‘das’allgemetfe ein-
fatte. Hyperboloid, sondern die oben gensante Fliche ist.:




.

3%.  Das gleichseitige byperbel, Parsbolell. 21t

il der Ebene 66, als 4.2u derEbene: b senkrbsht sein,
und dsher ,wird: A .zu allen: Geraden . a; b, ¢;. 8, .....,
mnd aizh; alled ‘Geraden Aj Ay, Ay, Ay, . ou'seénk-
retht-acin, weill dieséi Schaaremi Gerdder jemem Ebe-
nen da; ¢ paisllel sind, Wird die krumme Flddie unter
diesen Bmsthinden ,gleicheeitiges hyperbolisches
Paraholoid” genannt, so-folgen also {tir sie iachstehen-
de bessndere Eigenschaften :und Ersengungsarten (I; 1.):
1)i ,Beim! gleichseitigen. byperpolischen
Pacaboaleld sifid a) die zwiei Systeine . Asymp-
totenébenen zu einander rechtwinkligs; b) eine
bestimimte Gerade aus jeder Schaar: Gerader
ist'zu -allen Geraden der.andern Schaar!(und
zn, den durchi. diese. gehewdeh . Asymbptoten-
ebenen) rechtwinklig” Und anngekebttei. o
. 2) ,Wenn bei einem hyperbolischen Para-
bolqid eine Gerade.aus der eindn Schaar zu
irgend zwei Geraden der andern Schaar, oder
1@ einer Asyuptotenebene, mcktwaﬂkhg ist,
80 ist.es ein gleicheeitiges” ~ ..0.. . .-
1 :3) yDas gleishseitige hyperbolische [Pgra-
boloid wird bestimmt und erzeugt: 1,.1i9
.4) durch irgedd zwei projectivisch: ibnliche
i ‘Gerade, sobald sie im Raume. in selche
.. sehiefe Lage.gebracht werden, dafs beide
. 24 irgend einem und demselben Riojec-
. ‘thonsstrahl rechtwinklig-sindji.: .. -
b) durch.irgend zwei'projectivische Ebbnen-
. biischel, ;sobald sie .in selche: schiefe La-
. g¢ gebrdcht werden, . dafs vén' denzwei
‘* entspréchenden Ebenenpaaren, - welche
e é¢ntsprechenden rechten ‘Wiinliel ein-
. sqhliefacn (§i 30, VLY, das:ieine; odér an-
: deze Paar panllol.nt; niniliokh déePurch-
14*
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i 'sehniittslinie. des anderen. Paars ist als-
......8ann eine der génanntenGeéraden A, a5
. ¢)-durch.zwei’projectivischeEbéenbiischel,
.1 wovon der eiwe aus Parallelebenen ‘be-
. .. steht, auf welchen ‘die. Axe'des anderen
.- senkrecht steht; nimlich diese Axe ist
...' alsdann eine der genanntenGeraden A, a;
.".#) 1) durch irgend drei Gerade A,, A, As, Wo-
n+ ' rvan -keine zwei in einer Ebene liégen,
. { «-aber die irgend eine vierte Gerade a recht-
. winklig schneiden; oder: 2) durch'irgend
1  .ewei.Gerade, die nicht in einer Ebene
‘.. :1iegen, wenn:sie ‘als zu einer Schaar Ge-
.. .rader, und zwar die eine als eine der ge-
nannten besonderen Geraden A, a, ange-
. sehen werden; nimlich eine dritte Gerade,
. --die sich so bewegt, dafs sie stets jeme
~zwei gegebenen festen Geraden scheidet,
,und zwar zu der einen stets rechtwinklig

ist, beschreibt. die genannte Flliche; « -
.¢)-durch irgend zwei Gerade, die nicht in
einer Ebene liegen, und irgend eine Ebe-
ne, welche durch eine.solche dritte Ge-
. rade geht, die der Richtung nach zu je-
nen zwei Geradenrechtwinklig ist{sie kann
"-diese- auch schneiden), wenn jene zwiei Gera-
den als einer Schaar angehdrend uwnd die
:Ebené als Asymptotenebene angesehen
. -wird; nimlich .alsdann wird eine Gerade,
-die ‘sich so bewegt, dafs sie stets jene
. .zwei.festen Geraden schneidet. und be-
.+ - stdndig jener festen Ebene parallel bleibt,
. die. genannté Fliche beschreiben; (die
1+ Agymptotentbene kan: tibrigens ouch water fol-
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" gendem Bedingungen. gegeben werden;: dld:. welchis
... .auf irgefld ciner anderén Ebene, di¢ den heidenm
-1t + Geraden parallel ist, rechtwinklig' steht; odet
.1, welche solche Lage :hat, dafs die Ebenen der
ini Neigungswinkel, welche die awei- Geraden mlt
-i*  ibr bilden, parallel sind);

.- £) durch eine Gerade (A) und einen ebdnen
Strahlbiischel (a.), die projectivisch sind,
* . und ersterc auf der Ebene dés: letzteren

. senkrecht steht, und wenn die. Gerade

als der einen Schaar Gerader angehdrend

und die Strahlen.des. Strahlbiischels als

" der anderen Schaar Gerader parallel :amy

genommen werden; nimlich alsdant wird

cine Gerade, die sich so bewegt, dafs sie

"stets die gegebene féste Geradé schnei-

. det und in jedem Augenblick demjenigen

- Strabl des Strahlbtischels parallel ist;

welclier ihremDurchschnittspunkt (inAns

~sehung der projectivischen Beziehung)

+ .entspricht, die ohen genannte Flachb ber

schreiben.” Vi
..* B53.: Andere besondere Fille (§. 52. ), 'wolm in
Hinsicht der Exzeugungsart, der Gestalt und det Eigeu
schaften der durch projectivische Gebilde erzeugten
krummen Flichen elgenthumhcheUmst&nde statt ﬁp.den,
sind folgenﬂe .

1. Zuniichst mOgen emuge Elgensobaﬁen, Jeron
Richtigkeit sich-aus den ersten Elementen der Gebtue«
trie ergiebt, vorangeschickt werden. Wean man pim-
lich in einer Ebene zwei beliebige Strablbiischel B; By
betrachtet, so findet man, dafs ‘auf jedem Strahl des
einen ein bestimmter Strahl des andern rechtwmﬂls
steht; angenommen es seien die Strahlen a.b, €.dyiniie
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" disl-Strahlblischeds :B: ngoh - der Reihe 21 dén' Strablen
sil:by) o rdi. o ddd Strabibéischels By rechtwinklig.
Ple» Dudchschyiltimpunkis: dew: z& 'einander irechtwinkli-
gin Btrahlénpaire-kibgen in -.einér Kreislinie, welche
tlis Gerade: BBy, die):8ie Mittelpurkte der:Strablbiischel
verbindet, zum Durchmesder hat." Daher sind die Strahl-
buaschel: in:Aisebung .der zu -einander - rechtwinkligen
Strablefpaare prajectivisch (§. 38; IL). ~ Also:

r yJFrgénd zwei .ebene Strahlbtisehel B, B,,
dbe in einér Ebene:liogen, sind in Ansehung
8er 2u einandér rechtwihkligen Strahlen a, b,
ejdglid. - uddiag, by @, dhii.... projectivisch,
wid loiueugpn ‘einent Kreis, in welchem ihre
Mittelpuhkite: dne Endpunkte eines: Durchmes-
oérs kibdl®).. Y A
-in o Mittebsd d:eses elnfachen Satzes: Fifst vich nun leicht
weigen, (als 'bel zwei ebenen Strabibiischeln B, B, die
ib einenh’ Strablbiibchel D liegen, und bei ¥wei Ebenen-
btischeln’ A, A; die iin Raumeé oder in: einem Strahl-
btisch¢l: D> heliebig liagen,: thnliche Sutze statt finden,
sud denen’ sich’' mebrere merkwiirdige’ Folgerungen zie-
hen lassen.
i Man denke sich zwéi Ebenenbﬁsd:el A, A,
Jcrgn' Axen beliebige gegensemge Lage haben - (nur

[T Py . iy

' "}'Die'belrannté Um]c'ehrung dieses Satzes heifst:
,.Bewegt sich ein rechter Winkel (aa,) in einer Ebe:
amab, dals seine Schenkel a, a, stets durch u'gend
zxwei fgste Punktie B, B, gehen, so durchliuft sein
Seheltel (aa) eine Krelsllnie, welche den Abstand
er ‘festen” Phnkte von emander zum 'D‘urchmesser
hdt’t i, . 3
, Digger und der ob:ge Satz slnd ﬁbngcm nur besondere Fslle
vogI denjemgen Sitzén, die .man unter den glelchen Bedingungen
" &halt, wenn ‘anstatt des rechten kaels s irgend ein anderer be-
m‘en%lnl angemomiaew wird. - PG

rd
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.:nicht der:Richtupg nach za emainder rechtwinklig: sind),
.80 wird -auf jeder Ebene des cinenm Ebenenbiischols ir-
- gend -‘eine beptimmte Ebene des andern rechiwinkiig
sein,. so:dals also ibre Fbenen paarweise zu einamder
‘rechtwinklig sind. Angenommen es seien dio - Ebbuen
ey, 8,75 &y ouins des Ebenenbischels A nach der Reibe
zu den Ebenen. oy, f,, 5., 9y, ..... .des Ebonenbtischels
A, -rechtwinklig, und ‘die Durchschnittslinien . dex mu
ioinander rechtwinkligen Ebenenpaare. heifsen -nach der
Reéibe a,, b,, c,, dy, ...... ‘Man denkeé sich ferner ir-
-gend eine Ebene E, welche za der Axc des eineh Ebe-
tmenbischels, etwa zu A, rechtwinklig igt, so wird. die-
selbe die Ebenenbiisechel A, A, in zwei ebenen Strahl-
bhséheln B, B, schneiden, deren Miltelpunkte B, B,
-piinilich .in den Axen A, A,, und deren Strahlen a, b,
€ -..diy 8y, by, €, ..... in_den Ebenen a, 3, y, ....;,
By, By yy eeon. liegen (8. 27, IL), und es wind die
Ebene. E za allen Bbenen o, 8, 7, ..... rechtwinklig
gein, weil sie es zu der Axe A ist. Sodarm ist klar,
‘dafs, da z. B. die Ebenen E, «, beide zu der Ebene
o veehtwinklig sind, auch ibre Durcbschaiftslinie a, ‘zu
‘dersetbes rechtwinklig ist, und dafs diese somit’ auc¢h
au der Geraden a senkrecht ist, weil letztere in der
ikbene « liogt; und da aus gleichen Griinden folgt, dals
-jé awei gleichnamige Strablen der Strablbiischel B, BY,
uleo b und b,, c und c,, d-und d,, u. 5. w. za einan-
aler fechtwinklig sind, so geht -alsp daraus hervor:
‘a) ‘dals. &te Durchschnittspunkte aller dieser Strahlen-
:piate " in.‘giner Kreislinie liegen, welehe die -Gerade
BBy, die "die:Mittelpunkie der Strahlbiischel B, B, ver
-bindet, 2um Durchmesser hat (L.); woraus demm wéiter
Jolgt, -b). dafs die Strahlbiischel B; B,, in Ansehung
-jener. Strahlenpaare, projectivisch sind, und ¢) dafs al-
180 ‘ahich. die Eberenbiischel A, A, in Ansehung ihrer
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su cinander rechiwinkligen Ebencupaare @ wnd a,,
g wd B, y und x, & s. w. projeclivisch sind (wail
.si¢ mit jenen Strahlbiischeln B, B, perspectivisch sind),
wmd dafs sie daber d) im Allgemeinen ein besonderes
einfaches Hyperboloid (§. 61, 1V, 1.), oder ¢) wemn
ibre Axen einander schneiden, einen besonderen Kegel
zweiten Grades (§. 38, IL.) erzeugen, welches oder
welcher von der Ebene E in dem geninnten Kreise
(a) geschuitten wird, dessen Durchmesser BB, za der
Axe A senkrecht ist (weil diese zu E es ist), so dafs
also f) dieser Durchmesser BB, ein gleichseitiges hyper-
bolisches Paraboloid beschreibt (§. 52, II, 3, d, 2.), wean
die Ebene E sich selbst parallel fortbewegt wird. End-
lich folgt noch, g) dafs der Ebenenbilschel A und der
ebene Strahlbiischel B,, in Ansehung ibrer zu éinan-
der senkrechten Elementenpaare « und a;, S and b,, y
und ¢;, u. 8. W. projectivisch sind, weil beide. es mit
dem ebenen Strablbiischel B sinid; oder man kann of-
fenbar umgekebrt behaupten, dafs, wenn man aus ir-
gend einem Pankt B, Lothe a,, by, ¢, ..... auf die
Ebenen a, g, 7, -.... eines beliebigen Ebenenbiischels
A fillet, alsdann alle Lothe einen ebenen Strahlbiischel
B, bilden, dessen Ebese E (oder B,) zu der-Axe A
des Ebenenbiischels. senkrecht ist, und der mit diesem
Ebenenbiischel, in Anschung ibrer zu. einander recht-
winkligen Elementenpaare,: projectivisch ist, .und zwar
_ dergestalt, dafs je zwei entsprechende Winkel, wie
eiwa (ab) und (ep), d. b., der Winkel irgend zweier
Strablen a, b und der Winkel ibrer entsprechendep
Ebenen «, g, gleich sind oder zusammen zwei Reclte
betragen. Es ist ferner Folgendes zu bemerken. hb)Fil-
let wan aus cinem beliebigen Punkte D Lothe. a, b,
[ . ; &y, by, €, «.... auf die Ebenen &, 8, ¥, .ue;
Cgy ﬂg, 71y ecune .der Ebenenbiischel A, A, 50 bilden
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dieselben zwei' ehene Strabihiischel B, 2B,, die bezich-
lich mit den Ebenenblischeln A, A, projectivisch sind
(&), sie sind folglich auch unter sich projectivisgh, und
awer, dergestalt, dafs je zwei entsprechende Strahlen,
wie etwa a und a,, zu einander rechtwinklig sind, weil
diese ndmlich Lothe auf Ebenen ¢ und «, sind, welche
aufeinander senkrecht stehen (g); also werden die Strahl-
btischel B, B, im Allgemeinen einen Kegel zweiten
Grades erzeugen. (Dasselbe folgt auch dadurch, dafs
im Falle die' Axen A, A, sich schneiden (e), wan an-
pnimmt die oben genannte Ebene E gehe durch ibren
Durchschnittspunkt, welcher D heiféen mag, stehe anf
der. Axe: A senkrecht und schneide den anderen Ebe.
menblschel A, in einem Strahlbtischel B,, so dafs alse
die Strablen a,, b,, ¢,,:.... des letzteren immerhin, wie
bei der obigen Betrachtung, zu den Ebenen a, 8, 7,....s
des Ebenenbiischels A senkrecht sind, und dafs man
sich ferner durch den Punkt D eine beliebige andere
Ebene denkt, die den Ebenenbilschel A in einem. ¢her
nen Strahlbtischel B. schneidet, so werden alsdann die
Strahlen a, b, c, .... des letzteren zu :den Strahlen
a3, by, @1y ... des Strahlbiischels B, rechtwinklig. sein,
und es werden beide Strahlbiischel B, B,, in. Ansehung
ihrey za einander rechtwinkligen Strahlénpaare, projeos
tivisch sein, weil sie es mit den Ebenenbiischeln A, A,
sind (§. 30, V.), und folglich weirden sie ¢inen Kegel
zweiten: Grades. erzeugen). i) Werden 'die Strablbii
achel B, B, (b.) durch zwei beliebige Gerade U, A,
geschnitlen, s0 werden diese, in Ansehung der Punkte
a,b,¢ .5 0,8, ¢, ... , In welchen sie von den
Strablen a, b, c, .....; ay, by ¢y, ..... der Strahlbilsched
getroffen werden, projectivisch sein (weil letatere une
ter sich s sind), so dafs also je zwei entsprechende
Punkte derselben, wie etwa a-und a4y, von demPuakie
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D wus unter einem rechten Winkel (aa,) geschen wer-
den, und so dafy, im Falle die Geraden nicht in-einer
Ebenen liegen, sie ein einfaches Hyperbeloid (§. 51,
1V, 1), und im Falle,” wo sie in einer Ebene hegen,

bmen Kegelschnitt erzeugen.
"‘Aus dieser Betrachtung fliefst nachstehende Retbe

von Sitzen.
"¢ 1) ,Zwei Ebenenbiischel A, A,, -deren Axen
wieht in einer Ebene liegen, sind in Ansebung
iirer zu einunder rechtwinkligen Ebenenpaasre
wund @, fund B, y und 7, w. s’ w., projecti
visch (c) und erzcugen also-ein besonderes
einfaches Hyperboloid, welches von jeder
Ebene, die zu der Axe.dcs einen oder andern
Ebenenbiischels senkrecht.ist, in cinemKreise
geschnitten wird, von welchem die Endpunkte
gines Durchmessers in jenen Axen liegen, und
wo alle solche Durchmesser, boi dem einen
oder anderen System von Kreisen, in einem
gleicbsemgen hyperbolischen Paraboleid lle~
gen.* Oder: -
2) ,Drehen sich die Seltenflichena oy eid
wos' rechten Flidhenwinkels (aa,) um irgend
2wei feste Gerade (Axen) A; A, dico nieht in
ein‘er Ebene liegen, so beschreibt die Kante
by desselben ein besonderes einfaches Hyper-
boloid, walehes durch die zwei festen Gera-
den' geht, und aufserdem die Eigenschaft hat,
dals es von jeder Ebene E, die zu der vinen
oder andern Geraden senkrecht ist, in einem
Kreise geschnitten wird, und.dals die End-
punkte ¢ines: Durchmessers dieses Kreises
it 'jénen Geraden liegen, und dafls alle solche
PDurchmesser dek einen oder andern Systems
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von Kretsen, “fir sich genommen " fn ‘einenw
glelchsemgen hyperbohschen ParaleoI&

’ liegen"*) -

- 8) ,.Zwéi ebene smm-
Bischel B,B,, die in einem
Strahlbiischel D llegen .,

sind im. Anse¢hunp ihmcr zu.

einander recbtwmk'n;en
Strahlenpaarepro;ectivnsdl
und erzeugen also einen be-
sondera Kegel zyveiten Gra-
des, dessen Mittelpunkt in
D liegt, und der die Ebe-
nen derStrahlbiischel B,B,
in denjenigen Strahlen be-
rithrt, welche zu ihrer
Durchschnittslinie . senk-
recht sind, in der offenbar
die ihnen entsprechenden
$trahlen vereinigt sein
missen (§. 38, IL.)”

t

4) y,Dreht sich ein rech-
ter Winkel (a2,) s0 um sei-
nen festenScheitelpunktD,
der in der Durchschnitts-
linie irgend zweier festen

Ebenen B, B, liegt, dals

sich seime Schénkel a, a,
gtets in diegsen Ebenen be-
finden, se berithrt seine
Ebene bestindig einen be-
stimmten besonderen Ke-
gel zweiten Grades, dessen
Mittelpunkt jener feste

' . . '

H

3),,Z\s enEbenenbﬁscﬁelA
A,, die In einem Strahlbid- 1
schel D liegen, sind in An-
sedung ihrar ¥w eimander

vechtwinkligen Ebenen.

paave pro;echvuch. un

erzeugen also efien breson/
deren Kegel zweitea Gra-
des, dessen Mittelpunkt in
D liegt, und welcher von
jeder Ebene E, die zu deg
Axe des einen oder anderen
Ebeneabiischels sepkrecht
ist, in einem Kreise gy
schnittea wird, mn,wel-,
chem die Endpunkte uneq
Durchmessers jedesmal im
jenen zwei Axen liegen”

* Oder: o

4) ,,Bewegt sich ein rech-
ter Flichenwinkel (««,)so,
dafs seineEbenen a,a, stets
durch irgend zwei feste,
sich in einem Punkte D
schneidende, Gerade A, A
gehen, so beschreibt seine
Kanteeinen bestimmten be-
sonderen, Kegel zweiten
Grades, dessendlittel punkt
jener Darchschnittspunky
D ist, ynd. welcher von je-
der Bbene E, die zu der

; "")‘ Den euieh Theil dieses Satzes hat Binetv zuem-bwi;mn;

im zweiten Bande S. 71. der Correspondance sur I'Ecole impériale
Polytechnique. Als ich im Journal fir Mathematik II. Bd. den’
Sétz' 7am bevveisen vorlegte, sm(! durch ein Vemehen emlge El-
genschafleis weggelossen worden, -



§cheltel D ist, wnd wel
cher die.zwei festen Ebe.
sen In denjenigen Gera-
den beridthrt, die zu ihrer
egenseitigenDarchschaitts-
f ie senkrecht sind.”

Erzéugnisse. prajectivischer. Gebilde.

53,

sinen odpr anderen jeaer
festen Geraden senkrecht
ist, in einem Kreise ge-
schnitten wird, voa wels
chem die Endpapkte cines
Durchmessers in du,sel
Geraden hegen" .

OJer die letzlerel.) Sitze (3.) ond (4.) lassen udl,
sufolge (§. 34. u. § 48.), wie folgt in sphirische Sitze

ibertragen:

5) syIrgend zwel Houpt-
kreise H, H, einer Kugel-
fische sind in Ansebungih-
rer Punktenpaare, die um
¢inen Quadranten von ein-
dnder entfernt sind, pro-
jectivisch, und erzeugen
also einen besondern sphi-
vischen Kegelschnitt, der
fene Hauptkreise in denje-
nigenPunkten berihrt, wel-
che um einen Quadranten
von ihren gegenseitigen
Durchschnittspunkten ab-
stehen®

5) ,,Irgena swei Stnl:lba-
schel B, B, auf einer Ko-
gelfkiche sind in Ansehung
ihrer zu einander recht
winkligen Strahlenpaare
projectivis¢h, und erzeun-
gen also einen besonderm
sphirischen: Kegelschnitt,
der durch die Mittelpunkte
B, B, der Strahlbischel
geht, und dessen Tangen-
ten in diesen Punkten zu
dem durch diese gehenden
Hauptkreise BB, recht-
winklig sind™® -

Oder: . o

*'6) ,Bewegt sich ein Qua-
drant aa, auf einer Kugel-
fliche so, dafs seine End-
unkte @, 8, stets in irgend
zwel festen Hauptkreisen
H, H,.liegen, so berihrt er
Bestindlg einen bestimm-
ten sphirischen: Kegel—
gchnitt, der auch die festen
Hauptkreise beriibrt, und
gwar in denjenigen Punk-
ten; welche in der Mitte

: 6) ,,Bewegt sich ein spllﬁ-
rischer rechter Winkel (aa,)
80, dafs seine Schenkel 2,
a; stets durch irgend zwei
feste Pankte B, B, gehen,
so darchliuft sein Scheitel-
punkt-(aa,) einen bestimm-
ten sph!irhchen Kegel-
schnitt, der durch die fe-
sten Punkte geht und des-
sen Tangenten in diesen
Punkten auf dém durch die-

i ‘) Diesen Sau schpint Hachette zuerst bewicsen za haben,
Correspondance sur VEcole Polytechaigue. tom. I, p., 479. -
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avivchen thren gegenseith selbion’ -gehenden ' Habipt
gen  Didrchachitispunkien kreisdsankaebhs sinidl” Odim

liegen.”. Oder ,,Ist derWin-
h:'lB an ‘der ‘Spitze ‘cines
sph#tiselen 'Preiecks der
Srifse und-hage nach gege-
ben, :ungd ist die ,Grundli-
nie desselben einQuadrant,

8o beriihrt diese in atlen

ihren verschiedenen Lagen
atetseimenbestimmtensphi.
rischen Kegelschnitt, der
die Schenkel des festen
Winkels in denjenigen
Punkten berithrt, welche
wom Scheitel des Winkels

»Ist die Grundlinie einep
sphirischen. Dreiecks de
Grdfse dnd Lage nach geg

- hhemny und ist der Winkel an

_der -Spitze desselbep eiy
rechter, so ist der Ort'die.
ser ‘Spitse ein béstimmier
sphirischor Kegelséhaith
welcher.idpcch die 'End:
funlct.c der festen .Grn
inie geht, und dessen Tan-
genten in diesea Puukten
zu der Grundlinie senkrecht
sind” .

um den Quadranten entfernt

sind.”

Es folgt weiter (i.).

ot

7 oirgend zwei Gerade ¥, ¥, im Raumé
sind in Ansehung ihrer Punktenpaare, welchg
von irgend einem beliecbigen Punkte-D aus
unter rechten Winkeln gesehen werden; d. b,
nach welchen von-diesem Punkte aus Strahlen:
paare gehen, die zu einander rechtvyipili‘g
sind, projectivisch, so dafs die Schaar Gerps
der, welche jene Punktenpaare verbinden, in
einem einfachen Hyperboloid liegen, und dafsg
die Ebenen aller jener rechten Winkel einen
Kegel zweiten Grades beriihren, dessenMittels
punkt in dem genannten Punkte D liegt (§. 50.)"
Oder: , .

" 8) ,Bewegt sich ein rechter Winkel (aa,)
80 um seinen Scheitel, der in irgend einem fe:
sten Punkte D liegt, dafs seine Schenkel a, a,
stets irgend zwei feste Gerade %, %,, die nicht
in einerEbeneliegen, schneiden; so besehreibt
die Gerade, welche durch die jedesmaligén
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beiden Durchschnittspunkte geht, cin pinfa-
sbes Hyperbeloid, in welchem aweh dit zwei
festen Geraden liegen, und s0 herﬁhrt die
Ebene des hewegten Winkels steqts cinen be-
stimmten- Keogel zweilen~ Grades, debeen Mie
!elp‘tmkt jener feste Punkt D ist, und weéleher
auch von d{cn zwei fes;en Geraden ¥, ¥, .be-
xﬁ.lut wird” ®), . . iy cea
. 19) .Wemn bei deu beiden letzten S&tzen
(7. md 8,) ajle Bedmgqn,gpn_ dieselben bl_enben,

D) Po ncelet hat dleoen Salz zuerst bekaunt gemacht, i einem
Memoire, welches er der Akademie der Wissenschaflen zn Paris
vorlegte. Er folgerte ihn sus dem obigen Satze von Binet (2.).
Die Sitze (7. und 8.) sind nimlich, lueh zufolge der gegenwarti-
gen Entwickelung, als Gegensiitze der Sitze (1. und 2)) anzusehen,
wod hittpn ;abs e neben dicée gestellt wWerden Lionen. So
li sich z. B. die Sitze (2. upd 8.), einander entgegevgesetat,

olgl adssnreclntn b s

Bewegt sich ein recht- .,,Bewegt alch ein ver!n-
wil&lfgﬂ‘ dreiflichiger derliches rechtwinkliges
Karperyiokel ua,E 80, dafs Dreieck aa,D so, dals det
do, Hypotenngen-Fliche E Scheisel D des rophtga
btetsjin einer festenEbeneE Wi nkels stets in einem fe-
lﬂé?bi whhrend dfe zwei stena Punkte D bleibt, w:].-
iingobﬂeitnﬁuben ‘w, a¢ vrend-die zw‘elﬂbrlgeamven
é‘ ch ym.jrgend zwej festef 444, sich lings irgend zawei

erade A drehen, so be- festen Geraden %, Mo fq!'t-

#chireibt’ Qe Kinle a, 'des
rechted Winkels (ax,)'ein
einf{aches Hypatboloid, fa
welchém auch die zwei fe-
ltenGeradenA A liegen,und
€0 darechlsalt der Scheitel
des K3rperjyinkels . éinen
bestimmten Kegelschmtt,
atmlich den gegensentl«en
Durichschhitt der’ festen
Ebene ‘B nad des Hyyer-
bolo!de."" .

""\ ]

‘bewegen, 80 besc’hre;bt die

Hypotenuse aa, ‘ein’' einfa
chea Hyperhboloid; in wielt
chem auch die zwei festey
Geraden 9, %, liegen, und
so bewegt gich'die Ebene
des Dreiecks ..ale Berdb
rungsebeng eines hegtimm-
ten Kegels zweiten Grades,
nJmllci des ﬁerhhrungsl{e-
gels aus'dem Pnnk“ D an

.. $as Hyperpolold?, ; ...
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nar:defsidie. gdgabenen fésten: Goraen: Ny M
in einer Ebene E liegen sollen; so: bleiben
anch die Eolgerungen die nimlichen, aufser
dals alsdann as die Stelle des einfachan Hyy
pexbploids-irgend. ¢in Kegelsohmitt .ritt; dex
durch die Geraden erzeugt wird, also in ibrex
Ebepelliggty, nnd durch-welchénider gendhnte
Kegel D:geht” ,Und webn. feener inshesdns
dere der festpPunkt'Dse liegt, dafs derStrahl,
waleher jha mit dem Durchechnitéspunkte den
festen. . Geraden 2, 9, verbindet, zu.den beii
den letzteten senkrecht idt, so ist alsdann.des
genannte Kegelschnitt eine Hyperbel, welghe
die Geraden Y, U, zu Asymptoten hat”,  Die
Richtigkeit des lelzten Falles folgt, wie man leicht. he-
merken wird, daraus, dals die unendlich eutfernfen
Pankte der Geraden ¥, %, eoffenber den in:ihrem ge~
gemseitigen Durchschhitte. vereinigten Punkten entbpror
chen (§. 40, L), Auch. kann diesér Fall dadurch
aus dem obigen Safze (4, links) gelolgért werden, .dafs
map ., die dort, genannten Ebenea . 1, . B, durth tine
salkte dritte Ehene E .sclmeidet, welchd .zu-jibren
Durehschuitslinie senkrecht ist, und welche midbin: ai¢
denjenigen beiden Strablen, in welchen. jéne Ebened
von dem ;dasellist genannten. Kegel D haﬁbﬂ wardaoo
parallel ist (§. 36, IIL).

10) ,Steht die Axe eines. Ebenenbﬁsc‘hels
A;auf der Ebene eines ebenen Strabibitschels
B¢ senkrecht, so sind beide Gebilde in Apnse-
bung ihrer zu einander rechtwinkligen Elex
‘mentenpaare projectivisch (g.)und erzeugen -ei-
men Kreis, welcher in der Ebene: dea Strahl«
hiischels liegt, und den.Abstend .des: Panktes.
B, in welchem jene Axe A diese Ebene triflt,

)
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vom Miftelpunkte B, des Slnhlbuschelc, zum
Durchmesser hat” . T

‘Da darch -drei Paar enupuchende Elemente die
projectivische :Beziebung zweier Gebilde bestimmt ‘ist;
s0 -folgen eus den obigen Sitzen (1, 3, 5, 7 mld 10),
durch Umkebrung, die nachstehenden: * -

11) a) ,Sobald bei zwei pro)ech&iwhe‘(}e-
bilden — seien es: 1) zwei Ebenenbiiechel A,
A,, deren Axen in einer-Ebene liegen mogen
) oder nieht:(L); oder 2) zweéi ebene Strahl-
btschel B; B, die in einer Ebene E (1) oder iu
einem Strahlbtischel D (3.) liegen; oder 3) zwei
sphirischeHauptkreise H;H, (5.); oder 4) zwei
sphirische Strahlbtischel B, %, (5.); eder end-
lich .5) ein Ebenenbiischel A und ein ehener
Strablbéischel B, (10.) — irgend drei entspre-
chende Elementenpaare zu einander recht-
winklig sind, so eind je zwei der tibrigen eat-
sprechenden Elemente ebenfalls ‘zu einander
rechtwinklig;” und b) ,Sobald bei zwei projeec-
tiviechen Geraden ¥, ¥, (7.) irgend drei Paar
entsprechende Punkte von irgend einem Punk-
teD ausunter rechten Winkeln gesehen wer-
den, so findet fiar jedes der @brigen Paare
entsprechender Punkte ein Gleiches st.tt.”

Und daraus folgt weiter:

12)'a) ,Dafs bei zwei beheblg hegenden
projectivischen Gebilden — von der Art, wié
sie s0 eben genannt worden (11, a.), ausgenoni
men der fiinfte Fall — im ‘Allgemeinen und
hochstens nur zwei Paar entsprechende Ele-
mente zu einander rechtwinklig sind, n¥mlichk
es sind entweder zwei, oder nur ein, oder gar
kein. Pur +u einander réchtwinklig; elben.so,

. wie
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wie bei zwei projectivischen Gebilden, wenn
sie in- oder aufeinander liegen, entsprechende
Elementenpaare zusammenfallen;” und b),dafs
Jbei zwei beliebig liegenden projectivischen
Geraden ¥, %; von irgend einem beliebigen
Punkte aus, gleicherweise entweder zwei oder
nur ein, oder gar kein Paar entsprechende
Punkte unter rechten Winkeln gesehen wer-
den” Und zwar sind die erwibnten Elementenpaare
wie folgt leicht zu finden. Sind z B. zwei beliebig
liegende projectivische Ebenenbiischel A, A; gegeben,
80 denke man sich einen solchen dritten Ebenenbiischel
A,, der mit A; ecinerlei Axe hat, und der mit A in
Ansehung ihrer zu einander rechtwinkligen Ebenen-
paare projectivisch ist (L), so. sind alsdann aunch A,
und A, projectivisch, und so viele entsprechende Ele-
mentenpaare der letzteren. zusammenfallen, eben so
viele entsprechende Elementenpaare von A, A, miissen
offenbar zu einander rechtwinklig sein; die vereinigten
entsprechenden Elementenpaare von A,, A, werden
aber nach (§. 31,-1IL) gefanden. Bei den tbrigen Paa-
ren von Gebilden ist die Losung %hnlich.

Die obigen Sitze (2, 4 und 6.y kdnnen unter an-
dern in folgende Grenzfille tibergehen:

13) ,Wenn némlich in (2.) und in (4) die
gegebenen festen Geraden A, A, zu einander
rechtwinklig sind (bei (2) der Richtang nach)
so treten offenbar an die Stelle sowohl des
einfachenHyperboloids (2.) als des Kegels (4.),
zwei Ebenen, wovon jede durch eine der bei-
den festen Geraden geht und zu der jedesma-
ligen andern senkrecht.ist, und die daher auch
zu einander senkrecht sind; d. h., sollen die
Seitenflichen o, ) eines rechien Flichenwine

15



226 Ereugnisse projectivischer Gebilde. 53.

kels (o) durch jene zwei zu einander-recht-
winkligen festen Geraden A, A, gehen, so ist
" der Ort seiner Kante a, auf die zwei genann-
tenEbenen beschrinkt. Und wenn in (4 links)
die gegebenen festen Ebenen B, B, zu einan-
der rechtwinklig sind, so reduzirt sich der da-
.selbst genannte Kegel auf diejenigen Geraden,
in welchen er zuvor jene Ebenen beriihrte,
oder vielmehr geht die Kegelfliche in die
Fliche des durch diese Geraden eingeschlos-
senen Winkels tiber; denn alsdann ist jede
von diesen zwei genannten Geraden zu allen
Geraden in derandern Ebene genkrecht. Aehn-
liches folgt ftir die sphirisehen Sttze (6.).”
, M) ,Zwei gegebene projectivischeGebilde,
nimlich entweder a) zweiEbenenbischel A, A,,
oder ) zwei ebene Strahlbtischel B, B,, so0 zu
legen, dafs ihre entsprechenden Elementen-
paare zu einander rechtwinklig sind; und fer-
ner: y) wenn zwei projectivische Gerade 9,9,
. in beliebiger schiefer Lage im. Raume gege-
ben sind, denjenigen Punkt D zu finden, von
welchem aus ihre entsprechenden Punkten-
paare unter rechten Winkeln gesehen werden.”
Aufldsung. o) Man balte den ¢inen Ebenenbii-
schel, etwa A, in seiner gegebenen Lage fest, und fille
aus einem beliebigen Punkte B, Lothe auf seine Ebe-
nen, so dafs ein ebener Strahlbiischel B, entsteht, wel-
cher mit dem Ebenenbiischel A (10.), und mithin auch
mit dem Ebenenbfischel A,, projectivisch ist. Sodann
komnit es nur darauf an, den Ebenenbiischel A, so zu
legen, dafs er mit dem festen Strablbéischel B, per-
spectivisch ist. Man sache zu diesem Endzweck die
Schenkel ¢, t, und Seitenflichen ¢,, r, der entspre-
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chenden rechten Winkel der beiden Gebilde B,, A, -
(§. 30, VL). Da die Strahlen s,, t,, der Voraussetzung
gemifs, fest sind, so ist der Ort der Kante A, des
rechten Flichenwinkels (o, r,), wenn seine Flichen
durch jene Strablen gehen sollen, auf diejenigen zwei
Ebenen S, T beschrinkt, welche durch s,, t, gehen
und bezieblich zu t,, s, senkrecht sind (13.). Sind
ferner oy, £, irgend zwei andere zu einander rechtwink-
lige Ebenen des Ebenenbtischels A,, und sind a,, b,
die ihnen entsprechenden Strahlen im Strahlbiischel B,,
go ist der Ort der Kante A, des rechten Flichenwin-
kels (2,4,), wenn seine Flichen durch jene Strahlen
gehen sollen, auf eine besondere Kegelfliche K zwei-
ten Grades beschriinkt (4.), welche durch die Strahlen
a,, b, geht, und die daher nothwendiger Weise von
der einen oder andern der vorigen Ortsebenen S, T
in irgend zwei Strahlen ,A, 'A geschnitten wird, in
denen allein die Kanten-der zwei genannten Fi%chen:
winkel (6,7,), (01 8,) zusammentreffen konnen, und in
denen folglich allein die Axe A, liegen kann, um der
Aufgabe zu geniigen, d. b., um damit der Ebenenbii-
schel A, mit dem festen Strahlbtischel B, perspectivisch
sei. Um die genannten Strahlen A, 'A in der That
zu finden, kann man danach z. B. wie folgt verfahren.
Es stelle (Fig. 51.)“das Papier die Ebene des Strahl-
biischels B, vor, wo man sich also die Ebenen S, T
durch die Strahlen s,, t, und senkrecht auf jener Ebene
zu denken hat. Da die genannten zwei rechtwinkligen'
Ebenenpaare 0, und 7,, ; und #, des Ebenenbtischels
A, nothwendiger Weise abwechselnd aufeinander fol-
gen, etwa in der Ordnung ¢,, a;, 7, £, 50 miissen
auch die ihnen entsprechenden Strahlenpaare s, und t,,
a, und b, im Strahlbtischel B, abwechselnd aufeinan-
der folgen, und zwar nach dér Ordnung s,, a,, t;, b, .

15*
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G 29, IL). Da ferner der genannte Kegel K von je-
der Ebene E, welche .zu einem der zwei Strahlen a,, b,
senkrecht ist, in einem Kreise geschnitten wird, wovon
" die Endpunkte eines Durchmessers in diesen Strahlen
licgen (4. rechts), so ist also jede Gerade a b, die man
zwischen diesen Strablen und z. B. auf a, senkreht
zieht, ein solcher Durchmesser, der nothwendiger Weise
jedesmal einen der zwei andern Strablen s,, t,, hier t,
schneiden mufs; iiber diesem Durchmesser beschreibe
men sofort in der zugehdrigen Ebene E, welche die
Ebene T in ciner Geraden ,a'a schneidet, den genann-
- ten Kreis, 'so wird dieser jener Geraden ,a'a in zwei
Punkten ,a, 'a begegnen, durch welche die verlangten
Strablen ,A, 'A gehen. (Man konnte iibrigens auch
iiber demselben Durchmesser in der Ebene der Figur
einen Kreis beschreiben, und hier die Linge der Ab-
schnitte ,at, at, so wie die Winkel, welche die Strah-
len ,A, 'A mit dem Strahle t, einschliefsen, oder mit
einem Wort, die Dreiecke, atB,, atBl finden, wie
lexcht zu sehen ist). Hat man auf vorstehende Weise
zwei bestimmte Lagen A, 'A fir die Axe A, gefan-
den, so kennt man zuglelch,alle m&ghchen Lagen der-
selben, indem sie aus jenen dadurch, und nur dadurch,
in andere, ibr zukommende, Lagen iibergehen kann,
wenn sie mit sich selbst parallel fortbewegt wird. Es
ist daher, wenn die Lage der Axe A irgendwo fest
angenommen wird, die Lage, oder der Ort, der Axe
A, nicht beschrinkt, sondern nur ihre Richtung, und
zwar ist diese auf nur zwei bestimmte Richtungen
1A, 'A beschrinkt. Die Axe A, kann daher auch in
solche Lage gebracht werden, wo sie jene andere Axe
schoeidet, und wo alsdann die Strahlbiischel A, A, den
mehrerwihnten besondern Kegel erzeugen. — Wenn

insbesondere die gegepenen Ebenenbiischel A, A, gleich
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‘sind, so fallen, wie leicht zu sehen, die zwei Strahlen
1A, 'A in einen einzigen zusammen, welcher zu der
Ebene des Strahlbiischels B, senkreeht ist, so dafs
alsdann die Axen A, A, der Ebenenbiischel parallel
werden, und wo alsdann letztere den sogenannlen
geraden Cylinder erzeugen.

) Aus den obigen Sitzen (3 und 4, links) folgt
zuforderst, dafs, um die gegebenen Strahlbtischel B, B,
in die verlangte Lage zu bringen, von den Schenkeln
ibrer entsprechenden rechten Winkel (st), (s, t,) (§.9,1.)
zwei ungleichnamige, also entweder s und t,, oder t
und s,, vereiniget werden miissen. Ist dieses geschehen,
und zwar 80, dafs zugleich die Mittelpunkte der Strahl-
biischel zusammenfallen (in D), so ist sofort nur noch
nothig den letzteren solche Lage zu geben, d. h., ibre
Ebenen so gegen einander zu neigen, dafs irgend ein
Paar andere entsprechende Strahlen derselben, etwa a
und a;, su einander rechtwinklig sind, denn alsdann sind
drei Paar entsprechende Strahlen s und s,, t und t,,
a und a, zu einander rechtwinklig, und folglich die
Aufgabe gelost (11.). Allein bei genauer Untersuchung
dieses Verfahrens gewahrt man bald, dafs von jenen
ungleichnamigen Strahlenpaaren nioht jedes, sondern
nur eins von beiden, vereiniget werden darf, und zwar
verhilt es sich damit wie folgt. Von den zwei Win.
kelsummen (as) + (a,t,) und (at) + (a,s,) ist n&mlich,
im Allgemeinen, die eine grofser und die andere
kleiner als ein rechter Winkel, weil beide Summen
zusammen zwei rechte betragen, dicjenige Summe nun,
welche grofser ist, enthilt jedesmal die zwei Strahlen,
welche allein vereiniget- werden diirfen. Dureh die
wirkliche Auflosung wird diefs, wie folgt, klar darge-
than. Es sei z. B. die Summe (at) + (a;8,) > R, 80 '
lege man die Strahlbiischel so, dafs sowohl ihre Mistel-

-
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punkte B, B;, als die Strablen tund s, vereimiget sind.
Wird sodann die Lage des einen Strablbiischels, etwa
dic des B, als fest angenommen, (Fig. 52.), so kann
der andere B, seine Lage nur noch dadurch andern,
dafs er sich um den gemeinschaftlichen festen Strabl ts,
berumbewegt, wobei der Strabl a, offenbar einen (ge-
raden) Kegel zweiten Grades beschreibt; es soll aber
" diejenige Lage dieses Strahls gefanden werden, wo er
zu seinem entsprechenden Strahle a rechiwinklig ist,
fir diesen Fall mufs er also aach in der Ebene E lie-
gen, welche im Punkte B auf dem Strable a senkrecht
steht, und die also durch den zu a rechtwinkligen
Strahl e gebt, folglich kdnnen nur diejenigen zwei
Strablen ,a, 'a, in welchen diese Ebene E jenen Kegel
schneidet, die gesuchte Lage des Strahles a, darstellen,
wodurch fofort auch die Lage des Strablbiischels B,,
in der dieser allein der Aufgabe geniigt, bestimmt ist.
‘Wie die Strablen ,a, 'a in der That zu konstruiren
sind, ist nach diesen Angaben leicht zu sehen. Auch
sieht man jetzt, warum die Auflosung unmdglich wird,
weun (at) + (a;8,) < R ist, weil nimlich alsdann
Winkel (a;s,) < (et), so- dafs folglich die Ebene E
den durch a, beschriebenen Kegel nicht in zwei Strah-
len schneiden kann. — Wenn insbesondere die Strablbii-
schel B, B, gleich sind, so beriihrt die Ebene E den
genannten Kegel, weil dann Winkel (et) = (a,8,), 8o
dafs beide Strahlen ,a, 'a mit ¢ zusammenfallen, und
80 dafs alsdann auch die Ebenen der Strahlbiischel auf-

einander fallen. In diesem Falle koonnen aber die

Strahlbiischel auch in solcher Lage der Aufgabe geni-
gen, in der sie anfangs oben (I.) betrachtet worden,
wo sie alsdann einen Kreis erzeugen. — Kime es dar-
auf an, die Strablbtischel so zu legen, dafs ihre ent-
sprechenden Strablen blofs der Richtung nach zu ein-
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ander rechiwinklig wiiren, wenn z. B. ibre Miitelpunkte
in fester Lage gegeben wiiren u. s. w., so diirfle man
nur cben so verfabren, wie vorhin, und sodann den
Strablbiischel B, eo legen, dafs er mit sich selbst pa-
rallel wire und aufserdem jenen ibrigen gegebenen
Bedingungen gentigte.

. 7) Man beschreibe tiber lrgend drei Proiecl«m&-
sirablen der gegebenen Geraden %, 9,, eiwa tber aq;,
b6,, ¢¢,, als Durchmesser genommen, Kugelflichen,
welche sich, im Allgemeinen, in irgend zwei Punkten
D, D, schneiden werden, von denen offenbar jeder
der Aufgabe geniigt (11, b.). Schneiden sich die drd
Kugelflichen nicht zusammen in zwei Punkien (oder
beriihren einander wenigstens in einem Punkf), so ist
die Aufgabe fiir die gegebene Lage der Geraden. g, 2,
unmdglich, eie kann aber, wofern. eine Aenderung
dieser Lage gestattet wird, leicht mdglich 5emadu
we den. \

Es ist hierbei noch zu bemerken, dafs jede de:
zwei obigen Auflésungen (a.), (3) auch auf die andere
zuriickgefiibrt werden kann (h.), und dafs ferner auch
die ihnen entsprechenden sphlinscllen Aufgaben sich auf
gholiche Weise ldsen lassen. :

Durch die ersie Aufldsung (a.) ist auch zugleich
die folgende, zu (§.30.) nachtriigliche, Aufgabe gelost:

16) ,Zwei 'projectivische Gebilde A,, B,,
nimlich einen Ebenenbtischelund einen ebenen
Strahlbtischel, die in beliebig schiefer Lage’
‘gegeben sind, in penpectlnsche Lage zu
bringen.”

Wie die genannte Auflésung zeigt, kommen dieser
Aufgabe,. im Algemeinen, zwei Auflosungen zu, d. h,
wird die Lage des einen Gebildes als fest angenommen,
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s0o kann das andere in zwei verschiedenen Lngen der
Aufgabe gentigen. . '

In Bezug auf dié oben betrachteten besondern Er-
zeugnisse projectivischer Gebilde, deren entsprechende
Elemente zu einander rechtwinklig sind, ist endlich
noch zu bemerken, dafs sie bei gewissen Untersuchun-
gen (im Raume und auf der Kugelfliiche) &hnliche Hiilfe
leisten, wie man sie vom Kreise, vermige seiner in
(L) angegebenen Eigenschaft, allgemein zu benutzen
gewohnt ist, und was z. B. auch schon bei der vorste-
henden Auflésung (5.) zu sehen ist. Defshalb mag. in
Hiunsicht des besondern einfachen Hyperboloids (1, 2.)
und des besondern Kegels zweiten Grades (3, 4. rechts)
hier noch insbesondere erinnert werden: ,Dafs diese
Figuren, vor den librigen ihrer Art, daran zu
erkennen sind, dafe jeder Kreisschnitt in ih-
nen zu einem ihrer Strahlen senkrecht ist, und
dafs sie daher unter andern wie folgt,. be-
stimmt und erzeugt werden (§. 51, IV, 9.):

16) ,Das genannte besondere einfache Hy-
perboloid wird bestimmt und erzeugt:.

.8) wenn irgend ein Kreis K und zwei ihn
schneidende Gerade A, A,, wovon die
eine A senkrecht und die andere A; be-
liebig schief auf seiner Ebene steht, und

welche Geraden sich nicht schneiden, ge-.

geben sind; nimlich bewegt sich als®ann
eine dritte Gerade a so, dafs sie stets die
drei gegebenen festen Elemente K, A, A,
schneidet, so beschreibt sie die genannte
Fléche; oder:

b) wenn irgend zwei feste Gerade A, A,, die
nicht.in einer Ebeneliegen, gegeben sind,
und ein veridnderlicher Kreis K sich so
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bewegt, dafs seine Ebene stets zu der ei-
‘nen.Geraden A senkrecht ist, und dafs

stets die Endpunkte eines Durchmessers

desselben in den zwei festen Geraden lie:

gen, so beschreibt er die genannte Fla«
. che”” Und:

17) ,Wenn irgend ein Kreis K und lrgend
eine 'ihn schneidende: und auf seiner Ebene
senkrecht stehende Gerade A gegeben sind;
so wird durch jeden Punkt D in der Geraden
und durch den Kreis der genannte besondere
Kegel erzeugt, d. b., so ist der Kegel, welcher
durch den Kreis geht und jenen Punkt D zum
Mittelpunkt hat, ein aolcher besonderer
Kegel”

III. An die vorstehende Rexhe von Sitzen hitten
fast unmittelbar noch mehrere andere Sitze angeschlos-
sen werden konnen, wovon ich einige im Anbange auf-
stellen werde. Hier soll nur noch ein eigenthiimlicher
Fall (1), der mit einer Einschrinkung schon in der
vorigen Betrachtung (II, b.) vorkam, Platz finden.

" Fillet man nimlich aus einem beliebigen Punkte
D Lothe auf die Ebenen &, £, 7, cciiey @1, Biy 7150eee
irgend zweier beliebig schief liegender projectivischer
Ebenenhiischel A, A,, so bilden dieselben zwei ebene
Strahlbtischel B, B,, welche beziehlich mit den Ebenen-
biischeln A, A, (I, g.), und folglich auch unter sich,
projectivisch sind, und welche somit, im Allgemeinen,
cinen Kegel zweiten Grades erzeugen, dessen Mittel-
punkt Dist. Ferner folgt, dafs die Ebene irgend zweier
entspfechender Strablen (Lothe) der Strahlbiischel B, B,,
wie z. B. die Ebene (aa,) der Strahlen a, a,, zu der
Durchschnittslinie a, der diesen Strablen entsprechenden
Ebenen «, «, der Ebenenbitschel A, A, senkrecht ist.
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Wird endlick noch erinnert, dafs. die Ebenenkiischel
A, A,, da sie sich in schiefer Lage befinden, im Allge-
meinen, entweder ein cinfaches Hyperboloid oder einen
Kegel zweiten Grades erseugen, so folgen also nach-
stehende Sitze: :

1) ,AlleEbenen [(as,)], welche durch einen
beliebigen festen Punkt D gehen, und wovon
.jede zu irgend einem Strahle (a,) eines einfa-
chen Hyperboleids [AA,] senkrecht ist, um-
" biillen irgend einen Kegel D zweiten Grades.”

2) Fillet man-aus irgend 2) ,Leget man dureh ir-
einem Punkte D, (Durch- gend eimenPunkt DEbenen,
schnitt der Axen A, A) welche anf den Strahlen
Lothe auf die Berithrungs- eines gegebenen Kegels
ebenen eines gegebenenKe- [AA ;] zweiten Grades recht-
gels D sweiten Grades, so winklig stehen, so amhil-
liegen sie in einer andern len und berihren sieirgend
Kegelfliche [AA,] von dem- einen andern Kegel D von
selbea Grade”*) demselben Grade”s).

Zusammengesetztere Sitze und Aufgaben.

54. Die in den vorhergehenden Paragraphen (§.50
~ 53.) entwickciten Eigenschaften beliebig schief lie-
gender projectivischer Gebilde und derenErzeugnisse
fihren, durch Wiederholung und Verbinduvng, zu zu-
sammengeselzteren Sitzen, und zwar sind sie sehr da-
za geeignet, eine Menge von Aufgaben-leicht zu l8sen,
viele Sitze einfach zu beweisen, den inneren Zusam-
menhang von Porismen klar darzustellen, so wie end-
lich auch die Abhlngigkeit gewisser Systeme ungleich-
artiger Figuren von einander zu begriinden, und die

*) Diesen Satz, nebst einigen mit ihm zusammenhingenden
Eigenschallen, habe ich zuerst bei einer Gelegenhelt im Journ. f
Mathem. Bd. 1I, Helt II]. ausgesprochen.
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Gesetze fir die Uebertragung der Eigenschaflen des
einen -Systems auf das andere nachzuweisen.' Einige
passende Beispiele werden hinreichend sein, um dieses
alles ins Klare zu setzen. Ich mufs jedoch bemerken,
dafs man hier auf 8hnliche Weise, wie friher (§. 19 —
25.), (§ 41 — 43.) und (§. 46.), zu Werke gehen
konnte, nimlich durch stufenweise Verbindung der Ge-
bilde und mit genauer Oekonomie, alle verschiedenen
Reihenfolgen von Sktzen und Aufgaben zu entwickeln. °
Mehrere hierhin gehdrige Silze und Aufgaben werde
ich im Anbange, zur Selbstiibung, aufstellen.

55. Zum Bebufe einiger nachfolgender Sitze und
Aufgaben, so wie zur Erleichterung fir alle spiteren
dholichen Betrachtungen, sollen hier vorerst einige Er-
klirungen festgestcllt werden, welche als Erglinzung
oder als Erweiterung sich an die obigen Erklirungen
(§. 19.) anschliefsen, und welche eigentlich schon fri-
her (§. 32, oder §. 33.) ibre Stelle hitten finden kon-
nen. Aehnlicherweise nimlich, wie in (§. 19.) die Fi-
guren in der Ebene erklirt und in ibrer Vollstindig-
keit aufgefafst worden sind, sollen hier Figuren, im
Allgemeinen, mdgén sie in einer Ebene E, oder in ci-
nem Strahlbtischel D, odcr im Raume tiberhaupt liegen,
erklirt und aufgefafst werden, und zwar wie folgt.

Zussmmengesetztere Sitze u. Aufgaben.

Irgend n Ebenen, die als zu-
sammengehirend ins Aug gefafst
werden, sollen fortan ,,vollstin-
diges » Flach™ heifsen, ném-
lich die Ebenen sollen seineF1i-
cbhen und die Geraden, in de-

. men sie sich paarweise schneiden,
sollen seine Kanten genannt
werden; es hat also im Ganzen
3 n(n-1) Kunten. Ferner sol-
len die nEbenen, wenn sie in ir-
gend einer bestimmten Aufeinan-

Irgend n Punkte, die als zu-
sammengehdrend ins Aug gefafst
werden, sollen fortsn ,vollsatin-.
diges n Eck” beifsen, nimlich
die Punkte sollen seine Ecken

und die Geraden, in denen sie

paarweise liegen, sollen seive
Seiten genannt werden; es hat
also im Ganzen § n (n-1) Seiten,
Ferner sollen die n Punkte, wenn
sie in irgend einer bestimmien
Aufeinanderfolge sufgefalst wer-
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derbolge aufgefafst wwerden, wobel

simlich die erste als aul die
letzte (nte) folgend angesehen
wird, ,einfaches n Flach”
heifsen, und zwar sellen nar al-

auf den letaten (nten) folgend an-
gesehen wird, ,einfaches n
Eck” heifsen, und zwar sollen
nur allein die Geraden, in denen

Jein die Geraden, in denen sich’' die wnmittelbar aufeinander fol-
die uvnmittelbar sufeipander fol- genden Punkle paarweise liegen,
genden Ebenen schneiden, Kan- Seiten desselben genannt “wer-
ten desselben genannt werden; den; das vollstindige n Eck um-
das vollstindige n Flach umfalst falst also 3. 4, 5.....n einfache
also 3. 4. 5.....n einfache m n Ecke (§. 25, Note). Endlich
Flach (§. 25, Note). Eundlich soll soll das vollstindige n Eck, so

das vollstindige n Flach, so wie
jedes einfache n Flach, ,,im
Strahlbiischel” ader ,,im
Raume” heifsen, je nachdem
seine n Flichen sdmmtlich durch
cinen und denselben Punkt D ge-
hen oder nicht. Wenn {ibrigens
in der Folge die unvollstindigen
Benennungen: ,,n Flach,” ,n
Flach im Raume” gebrancht
werden, so soll darunter bezieh-
lich: ,einfaches n Flach im

wie jedes einfache n Eck ,,in
derEbene” oder ,,im Raume»
heifsen, je nachdem seine nEcken
simmtlich in einer und derselben
Ebene E liegen oder picht. Wena
iibrigens in der Folge die unvoll.
stindigen Benennungen: ,,n Eck?,
»0 Eck im Raume” gebraucht
werden , 8o soll darunter bezieh-
lich: ,einfaches nEck in der
Ebene,” ,einfaches nEck im
Raume” verstanden werden.

Strahlbidschel,” ,einfaches
, n Flach im Raume” verstan-
den werden.

Auch ist zu bemerken, dafs ein ,einfaches n
Flach im Raume” zugleich als ,einfaches n Eck
im Raume"” oder als ,einfaches n Kant oder n
Seit im Raume” aufgefafst werden kann, so dafs also
derselben Figur jeder von diesen vier Namen beigelegt
werden kann, je nachdem es den Umstinden angemes-
sen ist; und zwar sind diese Namen einander dergestalt
paarweise zugeordnct, dafs man z. B., wie oben ge-
schehen, sagl: das einfache n Flach im Raume babe n
Kanten, und das ecinfache n Eck im Raume habe n Sei-
ten, und auch umgekebrt; d. h.,” es sind die Namen
Fliche und Kante, so wie Ecke und Seite
sich einander zugeordnet.
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Ferner ist tiber n Seit und n Kant nOch folgendes
zu bemerken

. Irgend n Gerade in einer Irgend n Strahlen in einem
Ebene E zusammengefafst, heifsen Strablbiischel D zusammengefafet,
wvollstindiges nSeit in der sollen ,vollstindiges n Kant
Ebene” (§. 19) " im Strahlbidschel” heifsen.

. Das vollstindige n Kant steht also' dem vollstin-
digen n Flach im Strablbiischel D #hnlicherweise entge-
gen, wie das vollstindige n Eck dem vollstindigen n
Seit in der Ebene E (§. 19.); denn wird der Strahl-
bilschel D der Ebene E entgegengestellt, so entspricht
das genannte n Kant dem n Eck und das n Flach dem
n Seit (§. 33).

Es giebt nur einfache n Seit und n Kant im
Raume, aber keine vollstindige, es sei denn, dafs
man irgend n Gerade im Raume (wovon keine zwei
in einer Ebene liegcn)' so nernen wolle; allein da zwi-
schen solchen Geraden keine unmittelbare Verbindung
statt findet, so mochte diese Benennung unpassend sein.

56, Zu den obenerwihnten Beispielen (§.54.) ge-
horen nun zunichst die folgenden ausgedehnten Sitze
(Porismen) und Aufgaben.

1) ,,Wenn im Raame ir- 1) ,,Wenn im Raume ir-
gend eine Anzahl.n belie- gend eine Anzahl n belie-
bige Gerade A, A, Ays-...., bige Gerade A, A,, Ag,.....,
N,» und desgleichen eine A, ,, und desgleichen eine
andere, um eins geringere, andere, um eins geringere,
Anzahl n-1 beliebige Ge- Anzahl n-1 beliebige Ge-
rade A, A, A,y ..... s Ay rade A, A, Ay, ..... s Ang
gegeben sind, wovon we- gegeben sind, wovon weder
der bei jenen, noch bei bei jenen, noch bei diesen,
diesen, keine zwei in einer keine zwei in einer Ebene
Ebene liegen, und wenn n liegen, und wenn n Punkte
Ebenen a, ¢y, gy ereery g A, Ryyfggeecesy Bp o die derRei-
die der Reihe nach durch he nach in jenen ersten n
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jene ersten n Geraden ge-
hen, sich so bewegen, dafs
dieDaurchschnittslinien der
nach derReihe unmittelbar
aufeinander folgenden Ebe-
nenpaare, also die n-1
Durchechnittslinien an,
&gy @ytty,yaenen s Op @y oo DaCh
der Ordnung beziehlich je-
ne andern n-1 festen Gera-
den schneiden, so beschreibt
nicht allein jede dieser
Durchschnittslinien, son-
dern so beschreibt jede der
$u (n-1) Durchschnittsli-
nien, in welchen die nEbe-
nen im Ganzen einander
paarweise schneiden, ein
einfaches Hyperboletd, in
welchem auch die zwei fe-
sten Geraden liegen, um
die sich die jedesmaligen
swei Ebenen drehen”

Erzeugnisse projectivischer Gebilde.,
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Geraden liegen, sich so be-
wegen, dafs die Geraden,
welche durch die unmittel-
bar aufeinander folgenden
Puanktenpaare gehen, also
die n-1 Geraden aa,, 4,4,
BBy oenees s 0500, s,nach der
Ordnungbeziehlich jene n-1
andern festen Geraden
schneiden, so’ beschreibt
mnicht allein jede dieser
schneidenden Geraden,son-
dern so beschreibt jededer
$n(n-1) Geraden, in wel-
chen die n Punkte paar-
weise genommen, liegen,
ein einfaches Hyperboloid, °
welches auch dureh dieje-
nigen swei festen Geraden
geht, in welchen sich die
jedesmaligen zwei Punkte
bewegen

Die Richtigkeit dieser Sitze folgt ohne Schwierig-

keit aus den obigen Fundamentalsitzen (§. 51, IV.).
Auch ist leicht zu sehen, dals und wie diese Sitze, in
gewissem Sinne, die friiheren Sitze (§. 47, I und IL)
als besondere Fille umfassen, und dafs ihr Beweis dem
der letztern kbnlich ist. Aufserdem umfassen sie sehr
viele andere besondere Fille, als z. B. die nach-
stehenden.

© 92) ,,Wenn im Raume ein 2) ,Wenn im Raume ein
beliebiges nKant A% A,..... beliebiges nSeit AAA,.....
%, , und irgend n-1 Kegel. A, und irgend n-1 Kegel-
flichen 2ten Grades [%A%,], schnitte [AA ], [A,4,),.....
=,2.1, (%, %,.], wel- [A, A, ), welchenach der
che nach der Reihe den n-1 Reihe den n-1 ersten Win-
ersten Kantenwinkel (A%,), keln (AA,), (A,Ap), «voes
A, A)s ool (A, %, ) dés n (A A, ,) des n Seits einge-

ooooo
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Kants umschrieben sind*),
gegeben sind, und wenn
ein ver&nderliches einfa-
ches n Flach ecay..,..,
sich so bewegt, dals seine
F]‘chen @y Qygecone ,.,plllci
der Reihe sich um die Kan-
ten %, %,, ¥, jenes n
Kants drehen, wihread sei-
ne n-1 ersten Kanten aa,,
@2y, eereny %y, o, nach der
Ordnung, sich als Strahlen
injenenKegelflichenbewe-
gen: so bewegt sich auch
seine nte Kante o, « in ei-
ner bestimmten nten Kegel-
fliche 2ten Grades [¥, %],
welche dem nten Kanten-
Winkel (%,,%) des gegebe-
nen n Kants umschrieben
ist, und so beschreibt jede
der #ibrigen § n (n-8) Kan-
ten des durch das genannte
einfache nFlach e, n-A
bestimmten. vollstindigen
n Flachs ein einfaches Hy-
perbolotd, welches durch
diejenigen zwei Kanten des
gegebenen nKants geht, um
welche sich die swei Fli-
chen, denen die jedesmalie
ge beschreibende Kante an-
gehdrt, drehen”

* 8) ,Wenn im Raume ein
beliebiges.n Kant 9%, .....
%,.,.ond irgend n-1 Ebenen
By Bys +eee. Byo» welche
durch die n-1 ersten Ecken

”‘, "”’ ®seeey .ll- 'll-l ‘e.

.....

) d. L. die Kegelfliche geht
durch die jedesmaligen zwei Kan-
ten und ibr Mittelpunkt liegt also
in jhrem Durchschnittspunkt,

Zusammengesetstere Sitze u. Aufgaben.
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schrieben sind*), gegeben
sind, und wenn ein verin.
derliches einfaches n Eck
0d,00.....0, , sich so bewegt,
dafs seine Ecken @, 4,,.....
8., nach der Reihe, die
Seiten A; A ,..... A, jenes
nSeits darchlaufen,wihrend
seine n-1 ersten Seiten ag,,
Qy8gy ooeen s Ogoflnqs nach der
Ordnung, sich ale Tangen-
tem um jene Kegelschnitte
herumbewegen: so bewegt
sich auch seine nte Seite
8,0 alsTangente um einen
bestimmten nten Kegel-
schuitt{A, A),welcher dem
nten Winkel (A, A) des ge-
gebenen n Seits einge-
schrieben ist, und so be-
schreibt jede der { n (n-3)
@brigen Seiten des voll
stindigen n Ecks, welches
durch das genannte einfa-
ehe n Eck a,..... q,, be-
stimmt wird, ein einfaches
Hyperbolotd, in welchem
auch diejenigen zwei Sei-
ten des gegebemen n Seits
liegen, lings denen sich
die zwei Ecken, welche die
jedesmalige beschreibende
8eite bestimmen,bewegen.”

8) ,Wenn im Raume ein
beliebiges n Seit AA,
A, und irgend n-1PunkteB,
Byy..... Byyy welehe in den
n-1 erstenFlichen (Winkel-
Ebenen) AA;, AA,, .....

*) d. h. der Kegelschnitt be-.
riihrt die zwei Schenkel des Win-’
kels und liegt also mit ihnen in
einer und, derselben Ebene.
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a Kants gehen, gegeben
sind, und wenn ein verin-

- derliches einfaches nFlach

@, .v...a, 4 sich so bewegt,
dafs seine Flichen, nach
derReihe, sich um die Kan-
ten jenes n Kants drehen,
wihrend seine n-1 ersten
Kanten, nach der Ordnung,
sich in jenen festenEbenen
bewegen: so beschreibt
seine letzte Kante eine be-
stimmte Kegelfliche zwei-
ten Grades, welche dem
letaten Winkel des gegebe-
nen n Kants umschrieben
fat, und se beschreibt jede
der dbrigen $n(n-3)Kanten
des durch das genannte ein-
fache n Flach bestimmten
vollstindigen n Flachs ax,
esvesty, ein einfaches Hy-
perbolotd, welches durch
dicjenigen zwei Kantendes
gegebenen n Kants geht,
lings denen sich die jedes-
malige beschreibende Kan-
te bewegt”

4) wWenn im Raume ir
gend eine Anzahl n beliebi-
geGerade X, %,,..... oAy pund
eine gleiche Anzahl andere
beliebige Gerade A, A,,.....,
A, wovon weder von die-
sen noch von jenen, keine
zwei in einer Ebene liegen,
gegeben sind, so sall ein n
Flach (im Raume) so be-
schrieben werden, dafs seine
Ebenen derReihe nachdurch
die ersten nGeraden gehen,
und seine Kanten der Ord-
- nung nach die letzten n Ge-
raden schneiden,”

Erzeugnisse projectivischer Gebilde.
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A, A, des n Seits liegen,

gegeben sind, und wenn ein
verinderliches einfaches n
Eck aa,..... 0,4 sich so be-
wegt, dals seine Ecken, nach
der Reihe, die Seiten jenes
n Seits durchlaufen, wih-
rend seine n-1 ersten Sei-
ten, nach der Ordnung, sich
um jene festen Punkte dre-
hen: so bewegt sich seine
letzteSeite alsTangente um
einen bestimmten Kegel-
schpitt, welcher dem letz-
ten Winkel des gegebenen
n Seits eingeschrieben ist,
und so beschreibt jede der
iibrigen yn (n-3) Seiten des
durch das genannte einfa-
che n Eck bestimmten voll-
stindigen n Ecks 4a,.....8,
ein einfaches Hyperboloid,
welches durch diejenigen
zwei Seiten des gegebenen
n Seits geht, lings denen
sich die jedesmalige be-
schreibende Seite bewegt.”

4) ,Wenn im Raume ir-
gend eine Anzahl n beliebi-
ge Gerade %, ,,..... » Appund
eine gleiche Anzahl andere
beliebige Gerade A,A,,....,
A, ,» wovon weder von die-
sen noch von jenen, keine
zwei in einer Ebene liegen,
gegeben sind, so soll ein n
Eck (imRaume) so beschrie-
bea werden, dafs seine
Ecken der Reihe nach in
den ersten n Geraden lie-
gen, und seine Seiten der
Ordnung nach ‘die andern

" n Geraden schneiden.”

Aehn-
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Aehnlicherweise, wie die obnsen Sitee (1) andere
Sitze, umfassen auch die vorliegenden Aufgaben (4,),
in gewisser Hinsicht, dle frﬂheren Aufgaben (§ 25 u
§ 47, 1IL) als besondere Fille in sich, und ibre La-
sung ergiebt sich aus denselben projectivischen Elgen.
schaften, auf welchen die Losung der letzteren berubt.
Nimlich man. nimmt, um z. B. die Aufgabe (4, rechts)
zu 10sen, in der ersten Geraden ¥ irgend einen Punkt a
an, legt durch diesen einen Strabl a; welcher die zwei
Geraden A, U, schoeidet (§ 51, IL), so erhidlt man in
‘der letzteren einen bestimmten Punkt a, (den Durcll-
schnittspunkt), durch diesen wird weiter ein Strahl a
gelegt, welcher -die zwei folgenden Geraden A,, %
schneidet, wodurch man m‘gler letzteren %, einen Punkt
@, findet, und so fahrt man fort, bis man endlich durch
einen bestimmten Pupnkt @..i, in der Geraden Una, ei-
nen Strahl a,., legt, welcher die zwei Geraden . Apy, N
schneidet, wodurch maii in der letzteren % einen zwei-
ten Punkt erhilt, welcher @, heifsen und als schiefe
(oder gebrochene) Projection des ersten a angesehen
werden mag. -Eben so sucbt man zu irgend zwei an-
dern beliebigen Pankten 6, ¢ der Geraden ¥ zwei ih-
nen entsprechende Punkte Ba, ¢ in derselben, sieht so-
dann die Punkte 0, 6, ¢ und &n, b, ¢a als entsprechende
Punkte zwcier aufeinander liegender projectivischer Ge-
raden %, % an, und sucht (§ 17.) die verejnigten ent-
sprechenden Punktenpaare der letzteren, wodurch so-
fort die vorgelegte Aufgabe als gelost zu betrachten ist,
Die andere Aufgabe (lidks) ist dadurch offenbar zu-
glelch gelost, Wenn die Rangordnung der gegchenen
Geraden, jede Abtheilung fiir sich genommen, nach Be-
licben gewihlt werden darf, so. mt die Zabl der Auf.
ldmmgen, welche jede der vorgelegtpn Aquaben im All-,

., 16 .o
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5emelhén zulsfst, offenbar cﬁecelbe, wie bei der obigen

Ankga'be (§. 25, Note.).
Den obigen Sitzen (2.)
itébende Aufgaben.

"5) ,,Wenn im Raume ein be-,

diebiges nKant und irgend-
aKegelflichen 2teh Gr., wel--
she den n Winkela dessel-
ben unucllneben llnd. gege-
Ben sind, so soli ein nFlach
sobes¢hrieben werden, dals
aeine Flichen mach der Rei-
he durch die Kanten jenes n

ants gehen, und seine Kan-
den, nach der Ordnung, in
jemen Kegelflichen liegen.”
. 6),Wennim Raumeeinbe-
liebiges nKant und irgend n
‘Ebenen, welche nach der

und (3. entspréchen mack-

5) ,,Weln imRaumeeinbe-
liebiges nSeit und irgend n
Kegelschnitte, welche den
Winkela desselben einge-
schriebensind, gegebensind,
8o soll einnEck so beschrie-
bén werden, dafs seine Ek-
ken nach der Reihe in den
Seiten jenes nSeits liegen,
und seine Seiten, nach der
Otdnung, jene Kegelschnitte
bderthren.”

€, ,WennimRaumé einbe-
liebiges nSeit und irgend n
Punkte, welche nach der Rei-

Reibe durch seine n Ecken heln seinén Winkel-Ebenen
ge]un, gegeben sind, sé aoll liege.n. gegebensind, so gall
ein nFlach so beschrieben einnEck so begchriebenwer-
‘werden, dals seine Fl!cllen, den, dafs seine Ecken, nach
mach der Reihe, ddared” die' der Reihe, in-déh Seiten je-
Kanten jehes n Kants gehen, nes nSeits iegen, und beine
uand seine anten, nach der Seiten, nach der Ordnung,
Ordnung, in jenen Ebenen durch jene | nnkte gehen.”
Tiegen® - -

Die Lésung didser Aufgdben (5 dhd 6.) beraht auf
denselben Eigenschaften, w:e “die der ‘obigeti Aufgabe
14.), von welcher sie, in gewissem Sinne, besotdére
Fulle sind. Die %wei letzteii’ Aufgaben (6.)"sind; i
Gtunde genominen, éme und dieselbe, auch Wurd‘e dle
| tine ‘davon schon fruher (§ 32 Ende) init andem WOr-
ten ausgesprochern.

* 67. Ein sehr specieﬂér Fall der vorhergehehde\f
Haiptanfgabe (§. 56, 4.) ist iti neuerer Zeit in einigen
wathematischen Zeitschriften unter verschiédeen Ge-

sichtspunkten aufgefafst und gelost worden; dieser Fall




57 _Besondere Silze und Awigaben. . 243
Mabn -liier, uater dllen seiben . verschiedoned Ausshgen,
webét- ‘einigest - Folgésungen, .miftelst. projectivischér Eiy
gensehaften, duffsllend . leicht gelost und kiar dargestellt.
whrden. . 'Dio" erste Awssagb dieees Falles, wenn man.
ihn ‘ndmlich sws der obigen Apfgabe’ ableilet, und swar
dadurch, dafs:daselbst die Zahl der gegehemen festen
Geraden bel jeder Abtheilung auf nur IW‘el heschrlmkt
wird, lautet wie: folgt: - R .

1) ,,In irgend viergegebe- 1) ,,Durch !rgend vier go—
wen Géraden N, a.. A, Ay, gebene Gerade ¥, z,,A,
woypn keine zwei in einer wovon keine :wel in emet
Ebeneliegen, yier Punkte zu Ebene liegen, vier Ebenen
finden, in jedér einen; wel- su legen, durch jedé eine,

cbe in einer Geradenliegen” wélche sich in eimer Gera
y - den schpeiden,”

i

Oder dneso Beuden Aufgaben lassen nch in folgeada
hhﬂnte Aufgabe susammenfassen: .

2). sDiejenigem Geraden zw find‘en,;"wp]chc
irgend vier gegebtne Gerade A, A,, A,,'A;, Wo-
von keine zwel in emor Ebene lidgen, schusz—
deh »

Aufldaunp Dle ol»ge Alﬂﬁnmg (§. b6, 4.) ver-
dnfwbt ich . flir den' gegenwhrtigen :Fall wie folgt.
Phrch éeine ‘der gegebesien vier Gerdden, efwa durch A,
lege man irgend drei Ebenen «, 8, 7, Welche die drei
fibrigen Geraden A,, ‘A,, A, .btzieblich in:den Punk-
ten a;, 05, €38y, s, Bas €1, 0, 46 schneiden, - wobei
dee Bild (Fig. 63.) der Vorstellang behiilflich sein mag,
aiehe sodann die Strublenpaare aya, und 6,85, 6,65 vad
BaBs, ¢, und ¢y¢;; welche der Geraden A in den Punk-~
tenpaaren 4-ud q,, -6.wnd §,,’ o'und g, begégnen, sehe
diese uls emtsprechentle Pooktenpabre zweier: anfeinan-,
der liegender ptbjéctiviecher Geraden A and A, an, und
shehe sofort” deren. vevelnigte entsprechende Punkie (S
11), 'so’ kusni- endlich. durch Jeden dieser Pinkte (uad

16*
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nur darch diese) eine Gerade gclegt weninn, die der
Aufgabe gentigt, nimlich die Gerade, ‘welche alsdann
durch den einen oder andern- dieser. Punkte so gelegt
. wird, dafs sie irgend zwei der drei Geraden A, A,, A,
schneidet, trifft auch die jedesmalige: dritte, und schnei-
det somit alle vier gegebenen Geraden. Es giebt dém-
nach im Aligemeinen zwei Gerade, die der Aufgabe ge-
nligen; es kann aber auch nur eine, oder gar keine
geben .(§. 16, IL).

Die Richtigkeit dieser Auﬂdsung fallt in die Augen.
thhcb vermbge der Strahlen qa,, 68,, c¢,, ..... , wel-
qllc durch die Ebenen q, g, 7, ..... des Ebenenbiischels
A bestimmt werden, und welche die drei Geraden A,
A,, A, schneiden, sind die Geraden A und A, in An-
sehung der Punkte a, .8, ¢, ..... und a5, By, tgy'ceeee
projectivisch, und aus gleichen Griinden sind die Gera-
den A, und A, in Ansehung der Punkte a3, By,. ¢y, ....-
und: a,, B¢y €4y ..... projectivisch, folglich sind auch die
Geraden A und A, in Ansehung der Punkte g, §, ¢, .....
und a,, b, €, ... projectivisch, und es miissen. bei
ibren vereinigten entsprechenden Punkten nothwendiger-
weise auch die zugehorigen Strahlen aufeinander fallen,
die -sodann jene Geraden md, welche der Aufgabe
geniigen.

" Die voratebende Aufgabe (‘2) wurde von Ger-
gonne im XVIL Bd. S. 83. seiner Anngles de..ma-
thematiques zur Losung aufgestellt, und. zwar mit
der Forderung, dafs. die gesuchtéen Geradem in aller
Strenge. konstruirt werden .sollen (constrhire rigoureu-
sement-la droite qui etc.), wéil er vermuthlich die Kon-
structionen ‘bei den damals bekaniiten Aufldsungen, wel-
che mittelst: Coordinaten odet durch Projection (Géo-
métrie descriptive) ausgefithrt waren, ungeniigend fand.
Ich habe darauf im Bd. II. S. 268. des Journal fur
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Mathématik eine- Aufldsung dieser Aufgabe hekannt
gemacht, und fast gleichzeitig erschien auch in-den ge-
panhten Annales Bd. XVIIL: S. 182, .eine’ Auﬂosung
derselben von Bobillier und Garbinsky, Diese zwei
Aaufldsungen stimmen jedoch in Einigem mit denen tthex-
-@im, welche Petit und Brianchon; schon fraher (im
Bd. LS. 434. der Corvesp, ‘sus. FEcole Polyt.) ge-
geben batten, die mir aber erst spiiter zn Gesichte ka-
mion, -Im ‘erwkbnten. Journal Bd. V. 8. 174, erschien
feruer cime dritte Auflosung, die indessen vor dep fri}-
heren wenig Vorziige au haben scheint, nur dafs ‘sie
durch Hiillfe der Coordinaten geftibrt ist. Die voyste-
hende Aufldsung st unstreitig unter allem hier genang-
ton ‘bei weitem die einfachste und bequemste, und dérfie
als solche wohl der Gerxonne tcben FordenmgGe—
nlige leistert. -

. . Eine andere Aumge der olngen A.ufgqbe, unter
welcher sie. von Brianchon und Petit a, a. Q. gelist
worden, ist folgende: :

3) ,Die gegenseitigen. Durobschmuspunkte
eines gogebenen einfachen Hyperbolo’idq und
einer gegabenen Geraden zu finden.” - ,

Woerden. irgend drei Gerade des Hyperhololds, dqe
.su. einér Schaar gebdren, als:die vorgenannten (2.) drei
Geraden A, A5, Ay, und wird dic gegebene Gerade,
als die vorige Gerade A angeseben, so sind alsdann die
vereinigten entsprechenden Punkte der Geraden A, A,
die hier za findenden Durchnittspupkte. :

Dieselbe Aufgabe kann ferner auch in nachstebende
Aussage eingekleidet werden;:

4) ,Wenn irgend zwei emfachp Hyperho-
lotde H, H, und irgend zweiGerade A,, A,, die
in beiden Hyperbolojden, aber nicht in:einer
Ebene liegen, gegeben sind, 80 sollen die tibri-
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‘g Geraden gefunde'h ‘wetden, welche dwiy-
péthbloide ge’mem *haben

‘Da’die ¥weéi gegebbnen ‘Gerhden Ay, A. nwbt in
'emhr Ebéne ‘liegen; 'so' gehtron die in ‘jedem Hypesbo-
Md 2u- einér Sebant: Gerader: (§: 81; IV:); wird ‘ats
Jedet dicher: wwei'Schuaren rgend cihe ‘drité Gerade
angendmmen, und' werden diesé awei hehen Gérallen
als ¢ obigen (2.)'Geraden A, A, ungescheti, 50 wer-
den offenbat diejenigen Geraden, welche die vier:'‘Ge-
raden A, A,,'A,, A, sthneiden, der gegenwirtigen Aal-
gabe " gentigen, so dafé aleo die Hyperbolorde, sufedr
denigegebenen Geéraden A,, ‘A,, im' Aligemeien' nosh
zwei andere Gerade, etwa e, k (§. 17.), gomeln Habok,
vieléche die ersten’ zwei 'schneiden, und -alvo “nickt ‘mit
itmen ‘aus - einer’ 8chaar: ¢ind. ' Dafs idie Mypérbolorde
H, H, nicht mehr als zwei Gerade von jeder ‘Sebamr
ggenikin' habety kounen; ist einleuchfend; weil jodds von
‘ibnen dérch diei zo -einet Schaar gehdvige Gerade. be-
stimmt wird (§. 51 IV.). Hierdurch ist ilso- ugido'h
der nachstehende ‘Sdtz erwiesen. M

+ B) ;Wenn zwei einfache Hy*peﬁwloide f»-

gend zwei Gerade A,, A;, die micht in oinier
Ebene liegen, gemein halyen, so ¥chueidén sie
¢inander aufserdem’im APlgemetnern dn'novh
zwei andern ‘Geraden ‘e, k;, welche mit jenen
zweien, in Bezug auf jedes Hyperbolord, hicht
aus einer Schaar sind; oder sie kdnmen aber
auch einander aufserdem entwedey o) in (lings)
einer andern Geraden (ek), diewitjenen'eweien
nicht aus einer Schaar ist, bertthren; oder )
gar nicht tréffen (2, Aufl.).” Coet

Im letzten ‘Falle (2) kanh wen sagen,’ dié Byper-
‘bolorde schneiden eimander enfsevdém in’ zwel imagini-

[T et i

AT
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ren- Gersden, Der. zyveite Kall (9), gieht durch Umkeb-
rung den folgenden besomdern Sptz..

. 6):yWepn awei.ejinfache. Hype;bolql,le'em.
ander in einer Geraden (ek) beriihren, gqg;:lw -
den-sie ¢ipander nebstdem 'gmAllgqpeme,n in
zwei Gesaden A, A,,: ,welcbe in jedem, H,ynqp.
bolgid zn qxper Schaar ;,ebwen oder si¢ kip:
nen aich anoh. in einer 3peitep Geraden(AsAl),
die mit jener (ek) in jedem Hyperboloid pjchy,
su einer Hchpar gohory, bpruhpep‘, odfar sich
gar micht weiter begegnen.” . - G

« 58 Per esfinderische Moebius llat merqt den,

Satp.bekapat gewacht und bewjesen *): .-

., . nDafg oa ndinlich sqlehe Paare ,(.u;egu-,

. - laxe) Tptraqde; geben kdnne, wavep is,

des dem andern (um- pder) eipgeschrie
. benm jst,.d. b, wovon die Ecken gines je:
. denin dep Flachen des andern, oder iy,

) deren Ebenen, l;egen.

Dle ¥orhgrgehenden Unterguchungen. sevﬁh;eu mcht
nur eine anschauliche. leichte Darstejlyng. dar Puohtpgkeltl
dieses. Satzes,. npudem sio gesmtga auch gine dleutliche
Einsicht in thl Spielraum: geiner. Mbglwhkplt wijter ge-
wissen qgeseb@nen mw Zo diesem E;n(lzweck
mage folgende Aufgabe aufgestellt: und tiher jlhre Li-
sung.. ejpige, Andcqtunscn binsugefigt mardem. .- ; .,

. »Wenp ein beliehiges Tetragder T gpgpbell
ist, ein anderes 7 zn bepchreiben, despenEth
kep jn dep Flachen des oxsten, pder ip Jeren
Ebenep, liegen, und dessen Flichen, pder de-
ren Ebenen, durch die Ecken dgs exsten gehqn,

*) lm Journal (ﬁr Mathemai,lk Ed lll- S. 213.

Y
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und zwar wenn zwei Ecken des zweiten Te-
tratders r gegeben sind.”
" Ueber diese Aufgabe kann guvdrderst folgendes be-
merkt werden.

Es seien A, B, C, D die Eckén des ersten Tetra-
&ers T, und «, 8, 7, 3 die des zweiten t. Man nehnie
an, die Ecken des zweiten sollen nach folgender Ord-
nung in den Flichen des ersten, oder in derenﬂ»enen,

" Hegen;
1. aBCD, SACD, yABD, SABC,
wo 2. B. aBCD heifst: die Ecke « liege in der Ebene
der Fliche BCD. Nach dieser Annabme bleibt nun
noch die Rangordnang frei, nach welcher die Flichen-
cbenen 'des zweiten Tetrabders v durch die Ecken des
ersten T gehen sollen; diese gestattet, hach der blofsen
Combination der Buchstaben, 24 verschiedene Fille (§.
25, Note.). Diese 24 Falle sind in Hinsicht ‘der Zahl
der Auflosungen; die sie zulassen, wesentlich ‘von ein-
ander unterschieden, und zerfallen in diesér Beziehung
in drei Abtheilungen, wovon z. B, zur ersfén Abthei-
Tung !olgende vier Fille gehoren: e
' 1. ABy8, Bayd, Capd, Dafy......
‘ 'u" 2. Aafy, Befd, Cayd‘ Dﬂyd} ‘

\

3. ‘Acpd, Bafy, Cﬂy8 Dayd

4. Aeyd, Bfyd, Cafy, Dapd

welche, wie durch die Unterabtheilungen (a), (b) ange-

deutet wird, im Wesentlichen nur ‘zwéitrlei Art sind.

In jedem dieser vier Fille kommen der vorgelegten Auf-

gabé unendlich Yiele Aufldsungen zu, (dagegen scheint

béi den ‘tibrigen 'F.’illén theils nuf efnb emuge, theils

- gar keine Auﬂbsung moglich zu seih)!’

Als Beispiel soll nun der vorstehende Fall (1) hier
nbher betrachtet werden.

Es sei ABCD (Fig, 54.) das gegebene TctraéderT
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und etwa o, y die zwel gegebenen Ecken des sweiten,
Zu beschreibenden, Tetraéders . Da durch die drei
gegebenen Punkte B, «, - die Ebhene Bayd bestimmt
ikt, in welcher die Ecke & liegt (II, 1.), und da letatere
aach'in’ der Flichenehene ABC liegen mufs (1), so ist
folglich ibr Ort anf die Durchschnittslinie B$ dieser
zwei Ebenen beschrinkt. Ebenso mufs die andere, zu
suchende Ecke § einerseits in der Ebene Day und an-
dererseits in der Ebene A CD liegen, so dafs folglich
ibr Ort auf die Darchschnittslinie Db disser xwei Ebe-
nen beschrinkt ist. Da nun ferner von den'za findem-
den zwei Flichenebenen Afy3, Cafd (I, 1.) jede
durch die zwei Ecken g, J geht, so dafs die Kante 23
in ibrer Durchschnittslinié liegt,-so kommt es folglich
nur darauf an, durch die zwei gegebenen Geraden Ay,
Cc zwei Ebenen so zu legen, dafs ihre Durchschnitts-
linie die zwei gegebenen Geraden Bb, Dd schueidet,
oder, was ebeh so viel ist, eine Gerade zu finden, wel-
che die vier Geraden Aya, BS, Cac, Db schneidet.
Wird aber bemerkt, dafs diese vier Geraden :bereits:
von- den ‘dref ‘Geraden AC, BD; ¢y geschnitten wer-
den, so folgt, dafs es von einer unzihligen Schaar Ge-
rader geschehen kann; zu’welchen: diese drei: gelisren
(§- 51.), und zwar folgt, defs jede Gerade, welche ir-
gend drei derselben schneidet, auch jedesmal der vier~
ten begegnet. Daher sind auch unaihlige Tetrasder =
moglich, welche der vorgelegten Aufgabe gentigen, und
zwar dergestalt, dafs z. B. jeder Punkt in der Geraden
Bb als die zu suchende Ecke & angenommen werden
kann, wedurch sodann die andere Ecke 2 bestimmt
und nach (§.51, II.) leicht zu finden ist (und zwar bei
der hier zu Grunde gelegten Figur ,blofs durch Zie-
, hen dreier Gerader zwischen gegebenen Punk-
ten” gefunden wird). Oder- es folgt dahor, dafs der
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Kante:f3 dep-ma beachreibendpn. Tobspiders,, fiir. glle.
ibne. vetschiedenan :Lagen, s welcher sig der. Anfgahe
geniigen: kenn, gin. Spielronm frei stwht, in. welchem. sie
oin. cimfaches Hyperboloid heschreibt (§ 51; IV,), ung;
dafs.dabei die.awei Ecken: g, 4 die ibnen zukommen-.
den Orulnien: Dd, Bb prejectivisqb thejlen.. . - . .
oy s dieshr Amdlisung. ergneht sich aount wslelch
der tolgende.Bata.. * © . i -
il 2V enn ain beliehiges Texrgsder T uod ir-,
gead awei Puakse a,9, welche in.gwei Flachep-
ebanen . degselben licgen, gegeben sind,. so
giebt g wnzdblige andere Totradder 7, welche
jenem wach dex.abigen Art (1], 1) zugleich um:
vnd gingeschrieben siad, und wovon jedes;
jewe snwei Punkte zu Eckpunkten hat; der Ort
ihrps fibrigen Eckpunkte @, J ist auf gywei bey
stiwmte Gerade Db, Bb beschrinkt, und zwar
diergeatnit, dals diese Geraden in Ansehung der -
wbammengehdrigen Eckpunktenpaare projec-
tivisch .sind,: uand dafs folglich der Ort.dar
diese.Eckpunkte verbindenden Kante 49, qim
euihc.hm Hyperboloid: ist.” S e

.. Bs mag nock, hewerkt: werden, dals baei. d»p dqu
ninyn Fallen (II; b,) - shuliche : Suflsungen statt fig-,
den;,. wie die vnmehende, und dafs. m ihpen. sleiabo
Resultate fdgen *) foL

ey

-*) Es wire ,wobl' m wﬁnld;en, dats ndx Jemand die Mihe.
gsbe, die oblge Aufgabe vollstﬁndlg 7 erbrtern, d. h. das ,lugen-
thiimliche hﬂer mbvlicben Fille derselben in’s Klare brichte, unﬁ
die dabei ‘stait findenden ‘Umstinde erforschte, ' Die vorstehende
Aufloenng gelgt, wie diesetm Gegensisule durch :projectjvische. Ei-
gemqhaﬁen beuukommen sei. Bei meiger ﬂm:hhgen Unlersnchung
fand ich unter andern noch: ,,Dafs wenn zweéi Tetragder T,
nwch eiver der obigen dvei Arten (11, b.) eivandér um.
schriehbn aind) si¢ hladawn aulsetdem .sdlehe gegen-
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i Aligenkeine. \Anmémk,mg

Ueber Abllingigl:elt einiger Systeme’ verachieﬂenar!
S uger Fignren von ehuhde't rat
, 59 Das emfache liyperboloid gnebt vermbge der
nlm} zukpmmenden Eigenachaften, upd pameml;ch yer.
mige seiner doppeltan. Erzeugupg dupch pro)eqtnvpcbe
Gebilde, eip Mittel an die Hand, dle gegenseitige Abr
hangigkeit .gewisser Systeme werubwdqartnger Fuguren
von -eingndey klpr darzythup, die Ugbertragung der
Eigenschaften jedes Systems auf alle tibrigen !‘:u:,bt 2R
bewerkstelligen, und zugleich auch jedes System in
jedes: amdere zu verwandeln, Dieser Gegenstand ige-
hort eigentlich -dem zweiten Abschnilte am, (weil dieser
das Aufeinanderbeziehen ‘der Ebenen und der Strablbii-
echel enthalten wird),"wo er' (s0 wie im/’viérten und
fiinften - Abscbmtte) seine vollslﬁndlge Erbrtér(mg ﬁna'en
wird; wegen seiper, I nahen Verwandtscbaft mit dem ‘eben

ettt - . !: . ey ! S |
seitige ‘Beziehiing' haben, dafs'jedes Paar gegentbet
liegender Kanten des: ainen:Tetrabdors miticinion: b
summten P,ur gpgenﬂber lxegendenKanten 8 anglern
in einem einfichen Hy&erﬁoloid liegen” . s"w. B
der Lasung der tibrigen 20 e ‘der obigen An{gabe (die Lulb:t
den 4 erwihnten (II.) ‘anschelngnd statt finden "Konntn) “W dfe
frithere Aufgabe (§. 57, '2) belilftich sein Werden' sgléhp "
l&sungen, wo das.zu 'beqchreibende Tetraeder 2'in’ éineh Grénz a1
d. i. in eine Gerade ﬁbergehp, mit geitiblt, so ‘mdchiten’ Wle be
jedem der 20 Fille' zwéi Aufldsungen stait finden; 'so véﬂﬁt z.
beim oben bétrachtéten 'Faﬂe (I, 1) jede "der drei Gﬂ'l en Aq
BD, ay einen solchén ‘Grenzfall.

Bei der obigen Aufgabe 'kodnten ferner anch, anstatt ‘der zwél
Eclcpuukte a, 7y entweder zwel Flichenebenen, oder’ éfne’ Fllc'ﬁen-
ebene und eine Ecke des zu besthréibenden Tetratders a'lq Bége-
ben sngenommen ‘werden. Uebrigens sind afle diese Aufgaben nygr
die einfachsten Fille von andérn, ausgedehnteren Aufgabien, die
sich sholicherweise durch projectivische Eigenschaften- 1dsen lassen,
wie jene in (§. 56.).
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Abgehandeiten .glaubte ich jedech ibm schom bier kurz
herfihren zu miissen,

L Bei den vorhergehenden Untmuebungen wurde
eine Gerade ¥ im Raume auf doppelte Weise, d. h.,
in’ Hinncht tweier Gebllde, betracbtet, nimlich ent-
weder als eigentliche Gerade ¥ (d. i als eine un-
endliche Menge Punkte enthaltend), oder als Ebenen-
btischel ¥ (d. i. als'Axe des Ebemnbﬂscbeh) In die-
der doppelten Hinsicht ‘steht daher eine Gerade ¥ mit
allén Punkten und allen Ebenen im l\anme in folgen-
dér i!e:ielmng ' :

! "Aly Ehemenblischel % Als Gerade %

- wJeder Punkt Hegt inir , Jede Ebeace geht durch
. u-d einer scines Rbénens™ irgend einep nhur.Pulue,

©Oder: -

© wbie (die Axe¥) hestimmt Sie butimnt mit )eder
mit jedem Pankt (der nicht Ebene (in.der asie nicht
ll lhr Ilegt), eine Ebene,” liegt), einen Pankt”

" 'Werden pach dieser ‘zweifachen Hinsicht zwet Ge-
rade 9, ¥, im Raume zugleich betrachtet, und zwar
wit Beziebupg aufeinander, so sind dahei folscnde we-
mthoho Umstinde zu bemerken . ,

..Jeae Ebone des einen Jeder Punkt der einen

Ebenenbischels schneidet Gendeu bestimmt mit den
den andegp Ebepenbiischel Punkten der andern Gera-

' oo

Sg,einem e¢benen Strahlbi-
“schel;die gesammten Strah.
len aller dieser Strahlbi.
schel, oder die gesammten
Strahlen, in welchen die
Ebenen beider Ebenenbi-
schel einander paarweise
schneiden, -erfillen ein-
fach den ganzepRaum, d. h.
dyrch jeden Punky des
Raums (der picht in einer
der ywei Axen liegt) geht

den einen ehenen Strahlbi-
schel; die gesammtenStrah-.
len aller dieser Strahlbi-
schel, oder die gesammten
Strahlepn, welche die Pank-
te beider Geraden, paar-
weise genommen, mit ein-
ander bestimmen, erfillen -
einfach den ganzen Raum,
und zwar liegt in jeder
Ebene (die durch keine der
swei Geraden geht) irgend
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irgend einer pon: dhul dingr von di”eu Sirahles,
Stnhlen, aber nur ein ein- aber nur ein einpziger; so
ziger; so dafs also jede be- dafs also jeder begiebnge
Yiebige Ebene sich mit ir- Punki mit irgend zwei Punk-
gend aweiEbenea der nwei tan deb swei Geraden, in
Ebenenbischel in einem einem lolchen Strahle
solchenStrahle schneidet” liegt?

_ Von diesen Strablgn, welcbe auf die ;Qbep png,qg‘e?
bene Weise durch zwei. Ebenenbiischel oder durch
zwei Gerade A, U, im Raume bestimmt werden, weifs
man nun aus friheren Untersucbungen (§. 5L.),. dafs
jedesmal dne)emgg Schaar unter ibnen, die n-ggnd ei-
per beliebigen dritten Geraden A (oder %,) begegnen,
in einem einfachen Hyperboloid liegen, und dafs einer-.
seits die Ebenenbiischel ¥, 9, in: Ansehung der Ebe~
nenpaare, welche diese Schaar Strablen zu Durehschmttl-
linien haben, und anderersents die Geraden o, 2[, m
Anschung der Punktenpaare, in welchen sie von dieser
Schaar Strablen - getroffen werden, pro;ectmsch sind,
. 8. w. Mit Ricksicht auf alle diese Umstinde lassen
sich nachstehende interessante Betrachtunsen lexcht be-
werkstelligen. . i

Il Bringt man mit den 2w Doppdgebnlden %
A, irgend zwei Ebenen E, E, in' Verbindung, se' kin-
nen. die létzterem, mittelst . der -darch die epgtern’ be,
stimmten Strablen, (L), auf eigenthiimliche Weise auf-
einander hezogen werden.. Um bei dieser Untersu-
chung der ‘Verstellung zu Hilfe su; kommen, stelle et
wa. in (Fig. 55.) dasPapier die Ebepe E dar; wo niim:
lich ‘alle nicht punktirten Linien in dieser Ebene
liegen. Es aei die Gerade ee, die Durchschuittslinie
der Ebenen E, E,, und r und s, 7, und y, seien dig
Punkte, in welchen die Geraden oder Axen A, ¥, .von
den Ebenen E, E, getroffen werden, so dafs also rs,
71y, oder x, t, dicjenigen zwei Strahlen des. genannten,
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duich. die: Axen ¥; ¥, besthmmben: Swrabisyitems (I.)
sind, we!che in den Ebenen E, E, liegéi.’ ‘Ferner
seien t,. X;: dxe Punkte. n welchen die.Strahlen t,, %
den Ebenen E, E, begegnen, und welche mit den vor-
genannten" Punkten die Gerad’en tr, 113 oder Y 23 %12y,
X, Y1, oder 8, 1y bestimmen. Hat man alle diese Ele-
nietite genau fixirt, so lassen snch vmter Mge'naeﬁxgen-
kcbaften atigeben. ’

1)’ Die #wei Ebenen E, El werden miftelst: des
genannt’eh Sttalilsystems dérgestalt’ avfeinander ' bezogen
" dafs, tin Aligemeinen, jedemn Punkt ‘der- einen “Ebene
éin l’)estimmter Punkt' in der: andern Ebene’ ent-
spricht,” d. ", durch jeden liellebigen Pankt ‘¢ in
E ‘gebt din’ élhzigei' Bestlmmter Strahl a (der di¢ Axen
9%;'9, schoeidet, iti B, B, undy,” der &e' E; in irgend
tinein hesﬁmmteh Pﬁhkte a, trifft; welchet der ,ent-
iprebbend’é” jenes ‘Plibktes, oder dessen ,schiefe
be‘;edtlbn " heifsen “Ell. “ Von dieser bestimmten
l!ézleimng macﬂen nur 'folgeﬂde Punkte eine ‘wesenb
Itthe'Aatnabime. &

Da nimlich allen Punkten r, s, ¢, ..... der Ebené
E, ‘welehie in. deth vorhin 'ervwahnton : SMlo x liegen,
offeabar - dieser ‘Straldi gemeihsehafeliéhi -sugéhtrt; so
wid: folglich: der - eiwrzige. Punke:,,. #n. welchem. ders
sélbe ‘die’ Ebene E, ttifft, allen jenen Pankten zugleich
efitéprechel; ‘Und da ferher.ule Strahlen, welche von
dem Pimkte 'y, in: E,, ‘aubgehen, - in ‘der "Ebene: y; %
liegen ‘und ‘in dleser einen-ebenen Stiahlbtischel y,. bil:
&en (L), s6:werden siei nothivendiger ' Weise - die Ebéne
E lings- der' Geraden y, ‘d.'b. lings der Durchschnitte:
littie"'der Ebenen y % -ubd 'Ey treffen,’ so dafs folglich
alleh Punkten 7, t, 9, ii.i. dieser-Gevadeny in'E de¥
eitzige Pankit Yy, in E, entdpricht. ; Eden so babed. alle
Patikite 3, t;°Y, v der Geradeir: 2 -4n E,~ den- Punkt
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Z;"zu ibrem gemeihschaftlich entsprecbéﬂdeh ‘Pankte in
E, Aus gleicheti Grinder entsprebhen ShnHlchetweive
d’en simmtlichen’ Pdnifen der arei Geraden t,, 5, N
in dér Ebene E,, die dvei’ ‘einzelneri Punkte T, s, ¢ #
der Ebéné E. Diese ‘beondere Eigenschaft der Punhte
r, 8, t und %,; y,; ¥, hat auf die nachfolgenden Resul-
tate grofsén Eibflufs, so dafs’ die meisted sich “mebr
‘odér weniger adf dieselbeh Yeziehen, dallet fidgen die
‘Brelecke i st, £,y:1%, unfer derh Natueh' Ha\rptéref-
ecke” der Ebenen E, E, festgeHalten' werden. ‘Die
Hauptdrelecke haben nach den- eben' bemetkten Eigen-
schaften solthe gegenseitige Beziehung, dafs dne gimme-
lichen Punkte der Seiten (x, 'y, z, odet ri,’ %, t,)-eineb
jeden, den einzelnen Eckpunktén (x1, yl, 2,, odet
r, 5, t) des andern entsprechen. AL TR

Endlich mag auch nock bemerkt werlen Jal's je-
der Punkt in’ der Durchschaittslidie” ee, ' det Ebenen
E, E, sich selbst ehtsprlcbt oder ‘fiult 'séinét entspre-
‘thenden veremiget ist, weil oﬂ‘enbar er enlem solchen
Punkie zugehbrige’ Projectionsstrahl belde Ebenen hi
demse’ben zuglelch trifft. S '

‘Wie zu irgénd’ einem gegebenen i’dbkt in der ot
ien Ebene, der ehtsprechenée in der ‘andern’ Ebené
gefunden wird, ist leicht zu- sehen, nfwifch; wenn etwa
b, in'E, der gegébene Punkt st ‘sd witd der zugehdt
fige Projectionsstrahl a oﬂ'enhar dhdarch’ gefuhden, dalb
an - die Ebeten 49, 49 legt, dertn ‘Darchischditte-
linie er sein; mufs (1), und sodan wlr& dleser- S‘lrahl
a der Ebene’ E, in dem gesuchten entspt'echenﬂen Putkre
@, begegnen.” ™' Der Pdnl';t a, kann daber aucli blofs
durch 'Ziehen zwie;er Paar ‘Gerader in' dén Ebenen- X
En gefunden werden, déon’ zieht nfan’ biis déin gb ébe-
nen Pubki | a durch ‘dent Bunkt die Cerade ! Aty w Iché
dle Durchschﬁilfaﬁhne e6; in “déin Packte #4, tﬁfft, Ih’d '
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zieht sodenn, in E,, die Gerade z,r;, so mufs in die-
ger der gesuchte Punkt a, liegen; und da 8bnhcher-
weise durch die Gerade as8, in E, eine Gerade y, 8,
in E,, bestimmt wird, in welcher ebenfalls der Punkt
a; liegen maufs, so ist folglich der letztere der Daurch-
schnittspunkt der zwei Geraden z,ty, y, 81 )

2) Es ist nun weiter anzugeben, welche Beznehung
irgend zwei entsprechende Figuren in den Ebenen E,
E, .7u einander haben, und npach welchen Gesetzen
" ibre Eigenschaften von einander abhingen; und zwar
entsteht zunitichst die Frage, welche Figur einer Gera-
den, und sodann welche Figur irgend einer bestimmten
krummen Linie entspreche? Die Antworten hierauf er-
geben | qnch aus dem Vorhergehenden fast unmlttelbar,
ndmlich wie folgt.

a), Einer beliebigen Geraden in einer der zwei
}ienep E; E,, z, B. der Geraden A in E, entapncht
offenbar in_der andem Ebene E, lrgend ein Kegel-
pchnitt [A,]; denn alle Pro;ectlonssuablen, welche jene
{Ferade treffen, oder ibre simmtlichen Punkte auf die
Ebene E, projiciren, liegen in einem emfachen Hyper-
bolgid (L), - welches die Ebgne E, in dem genannten
Kegelschnitte, sclmeldet (8. 51, IV, 4) Da die Gerade
A dje. Seiten x, y, z des Hauptdrepecks in den. Punk-
fen r, v, } schneldet, $0 geht folghch vermbge diesex
Pupkte, der Kegellchmtt [A,] durch die drei Punkte
X Y1» 2, (1), 80 dafs er also dem Hauptdrexeck V1%
umschrieben ist. Ferner geht de: Kegelschnitt auch
durch den n&mllcben Punkt ¢¢,, in welchem die Ge-
rade A der Durchschmttshme ee; begegnet ). Natiir-
hcherwelse mufs. auch. umgekehrt jedem behebngen,
dem Hauptdreleck 117 umschricbenen Kegelschnitt
[A irgend eine Gerade A, in E, entsprecben ; dieses

folgt auch i jin der That damu, dafs alle Pro;ecuonl-
) strahlen
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strablen eines solchen Kegelschnitts (d. h. alle Strablen,
die durch seine simmtlichen Punkte gehen), zufolge
(§. 51, IV, 9, a), ebenfalls in einem einfachen Hyper-
boloid liegen, und da dasselbe von der Ebene E of-
fenbar in dem Strahle x (der dem Punkte x, zugehtm)
geschnitten wird, so mufs es von ibr noch in irgend
einer andern Geraden A geschnitten werden (§ 51,1V,
-+ 3.), welche dem gegebenen Kegelschnitte [A,] ent-
spricht.

Es ist klar, dafs alles was hier von der Ebene E,
gesagt worden, auch umgekehrt in entsprecbendem Sinne
von der Ebene E gilt.

In dem was fiber die Gerade A gesagt “worden,
findet nur dann éine wesentliche Ausnabme, oder ein
besonderer Fall statt, wenn diese Gerade durch einen
der drei Hauptpunkte r, s, t gebt, nimlich alsdann
entspricht ibr in der Ebene E, ebenfalls eine Gerade
A,, welche beziehlich durch einen der drei Punkte
%1, ¥y, X1 gebt. Denn gebt z. B. die Gerade A durch
den Punkt r, wie etwa arr, so liegen offenbar alle ibr
(oder ihren simmtlichen Punkten) zugehdrigen Projec-
‘tionsstrahlen in der Ebene A% oder r, und daher
mufs ibr nothwendigerweise diejenige Gerade A, ent-
sprechen, in welcher jene Ebene die Ebene E, schnei-
det, und welche also durch den Punkt z, geht (also
die Gerade r,a,7,); und zwar missen die Geraden
A, A, perspectivisch sein, und namentlich den Punkt,
in welchem die Axe %, von jener Ebene AY getroffen
wird, zum Projectionspunkt haben () und einander in
der Daurchschnittslinie ee, schneiden (im Punkte rt,).
Aechnliches findet statt, weon die Gerade A durch den
Punkt s geht. Geht sie aber durch den Punkt t, so
liegt sie zwar nicht mehr mit der Geraden A,, die
dann durch den Punkt x,’ 5eht in einer Ebene, son-

17



258 Aligemeine Anmerkung. 59, 11.
dern in diesem Falle liegen sie in einem einfachen Hy-
perboloid, welches die Ebene E in den Geraden A
und x, und die Ebene E, in den Geraden A, und z,
schneidet; denn da die Gerade A durch den Puankt t
geht, so ist allemal t, ein Projectionsstrabl derselben,
und dann mufs die Ebene E, das genannte Hyperboloid
noch in ciner andern Gerdden A, schneiden, welche
nothwendigerweise durch den Punkt x, geht, weil x
jedesmal Projectionsstrahl der Geraden A ist*).

Es giebt demnach in den zwei Ebenen E, E, drei
Paar Strahlbiischel, nimlich r und z,, s und y,, t und
xy, deren Strahlen, als Gerade A und A, betrachtet,
ecinander paarweise entsprechen, und welche, wie leicht
zu schen, in Ansehung dieser Strahlempaare projecti-
visch sind, und zwar liegen sowobl r und z,, als s und
Y1 perspectivisch, weil sie die Durchschnitte der Ebe-
nen E, E, und der Ebenenbilschel ¥, %, sind, oder
weil ihre entsprechenden Strahlen (wie rr, z,t,) sich
in der Geraden ee, schneiden.

Demnach bat man fiirs erste das folgende Gesetz.

»Den gesammten Geradenin einer der zwei
Ebenen E, E,, ausgenommen die Strahlen der
drei Strahlbiuischel (r, s, t oder z,, y;, %), deren
Mittelpunkte die Spitzen des Hauptdreiecks
sind, entsprechen in der andern Ebene die ge-
sammten Kegelschnitte, welche dem Haupt-
dreieck umschrieben werden konnen, und
auch umgekehrt.”. Und ferner: ,Die Geraden, wel-
che Strahlen der genannten Strahlbtischel sind,

*) Gehen 'die Geraden A, A, durch die Punkte r und z,°

s und y,, 8o sind sie in zwei bestimmten Lagen projecti-
visch uhnlich, gehen sio aber durch die Pankte t und Xyy 80
findet dieses nur in einer Lage statt, :
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entsprechen einander paarweise, ntimlich es
entsprechen sich die Strahlen der Strahlba-
schel r und z;, s und y;, t und x,, und es sind
diese Strahlbiischel, in Ansehung ibrer ent-
sprechenden Strahlenpaare, projectivisch, und
zwar sind die zwei ersten Paear Strahlbiischel perspec-
“tivisch, so dafs jedes Paar die Durchschnittslinie "ee,
zum perspectivischen Durchschnitt bat, wogegen vom
dritten Paar (t und x,) zwei entsprechende Strahlen in
dieser Linie vereinigt sind; auch sind ferner je zwei
entsprechende Strahlen von r und z,. oder 8 und y,
perspectivisch, und ibr Projectionspunkt liegt in- der
Axe 9, oder 9; dagegen erzeugen je zwei entspre-
- chende Strahlen von t und x,, ein einfaches Hyperbo-
loid, und diese Schaar Hyperboloide haben die vier
Geraden 9, ¥, x, t; gemein.” '

b) Ein eigenthiimlicher Fall, der zwar, wie man
sehen wird, sehon in dem vorstehenden Gesetz mit in- -
begriffen ist, verdient, wegen seines Einflusses auf sp¥-
tere Resultate, hier noch n¥her erdrtert zu werden.
Es kann ntimlich gefragt werden, welches in jeder der
zwei Ebenen E, E, der Ort derjenigen Punkte sei, de-
ren entsprechende in der andern Ebene unendlich ent-
fernt liegen? Diese Frage lafst sich iolgendermafaen
leicht beantworten.

Alle Projectionsstrahlen, welche nacth den unend-
lich entfernten Punkten einer der zwei Ebenen, z. B.
der Ebene E, gerichtet sind, sind nothwendigerweise
mit ibr parallel, und liegen folglich in einem byper-
bolischen Paraboloid (§. 62, I, 2, e.), welches von
der Ebene E, in einem Kegelschnitt, und zwar im All-
gemeinen in einer Hyperbel, geschnitten wird. Dieser
Kegelschnitt, der durch [Q,] bezeichnet werden mag,
gebt offenbar durch die drei Punkte z,, yi, x,, weil

17*

-
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durch jeden dieser Punkte ein der Ebene E puralleler
Projeciionsstrahl geht (denn aoch der Strabl x, welcher
durch den Punkt x, gebt, ist als dieser Ebene parellel
anzusehen). Auch folgt, dals eine Asymptote des Ke-
gelschnitts [Q,], oder im Fall er eine Parabel ist, dals
seine Axe der Durchschnittslinie ee, parallel sei, weil
pimlich E ecime Asymplotenebene des Parabeloids ist
(§. 52). (Aus gleichen Griinden folgt, dafs die andere
Asymptote desjenigen Geraden parallel ist, in welcher
die Ebene E, von derjenigen Ebene geschnitten wird,
die durch ¥ oder 2, gebt und mit %, oder A pa-
rallel ist).
De mun aber jedem dem Hauptdreieck v,y,;x,, in
E,, umschricbenen Kegelschuitt, irgend eine Gerade
in E entspricht (a), so sind demnach alle unendlich
entfernten Punkte der Ebene E, als in einer Geraden
Q liegend anzusehen®), welcher n¥mlich jener Kegel-
schnitt [Q,] entspricht. Aehnlicherweise mufs den un-
endlich entfernten Punktem der Ebene E,, oder ihrer
unendlich entfernten Geraden, welche R, heifsen mag,
ein bestimmter Kegelschnitt [R] in E entsprechen,
welcher dem Hauptdreieck rst umschrieben ist, u. 5. w.
Wenn insbesondere einer der zwei Kegelschuitte [R],
[Q,] eine Parabel ist, so ist es der andere ebenfalls,
was leicht nachzuweisen ist; u. s. w.
-Also folgt:
p»Dafs den unendlich entfernten Pnnkten
' ieder der zwei Ebenen E, E, ein hestimmter
Kegelschnitt [Q,] oder [R] in der andern Ebene
entspricht, welcher dem Hauptdreieck um-

*) Dieses ist in der Perspectivichre ein bekannter alter Sats;
- im :weutenAbnehmttvdﬂerelnﬁdmnderdugmdh
werden,
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schrieben ist, so dafs also jene Punkte als in
einer Geraden Q oder R, liegend angeschen
werden milssen; von jedem der swei Kegek
schnitte, die im Allgemeinen Hyperbeln sind®),
ist eine Asymptote der Durchschnittslinie ee,
parallel; ist einer derselben eine Parabel, so
.ist es auch der andere, und dann sind ihre
Axen der Linie ee, parallel”

c) Ueber die vorstehenden Resultate (s, b.) sind
noch folgende nibere Umstinde anzugeben. Wenn -
phwmlich der Geraden A, wie sie in (Fig. 55.) gezcich-
_net vorliegt, der Kegelschnitt [A,] entspricht, se wird
jedem Kegelschnilt der sie bertibrt, und zugleich dem
Haoptdreieck rst umschrieben 'ist, z. B. dem Kegel-
schnitt der sie in a berihrt und der durch [T] be-
zeichnet werden mag, eine solche Gerade T,, in E,,
entsprechen, welche den Kegelschnitt'[A,] in demjeni-
gen Punkte a, heritbrt, der jenem erstgenannten Punkte
o entspricht; denn-da A und [T] nur den einzigen
Punkt a gemein haben, und da jedems Punkt in E, im
Aligemeinen, nur ein eimiger Punkt in E, entspricht,
so konnen folglich auch [A,] und T, nicht mebr als
cin Punkt gemein haben. '

Da ferner die Strablen ra und z,4, einander ent-
‘sprechen, und zwar da den Punkten a, 3, die Punkte
5 Z entspréchen, 8o sieht man, dafs wenn der Strahl
ra sich um r dreht, bis die Punkte a und 3; mit § zu-
sammenfallen, dann der Punkt a, sich nach z, bewe-
gen wird, his er sich zuletzt mit ibm vereinigt, so dals
alsdann der Strabl z;r, den Kegelschnitt [A,] in z,
beriibrt. Eben so wird die Tangente y,b;, welche

*) Die unendlich entfernten Pankte dieser Hyperbeln entspre-
chen einander.
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den Kegelschaitt [A,] i» y;: bestibet, durch.den Strall
895 bestimmt und gefunden. Und ebenso ist die Tan-
gente im Punkte 5, derjenige Strahl, welcher dem Strahl
ty emtspricht. Also:

+Wenn in den zwei Ebenen E, E, irgend
eine Gerade und der ibr entsprechende Keo-
gelschnitt, z. B. die Gerade A in E und der Ke-
gelschnitt [A,] in E,, gegeben sind, so ent-
spricht jeder beliebigen Tangente T, des Ke-
gelochnitts ein bestimmter Kegelschnitt [T] in
der andern Ebene, welcher jene Gerade A be-
rQbrt, und zwar in demjenigen Punkte a, der
dem Bertihrungspunkt q, jener Tangente ent-
spricht; denjenigen Tangenten aber, welche
den gegebenen Kegelschnitt in den Haupt-
punkten x,, y,, z, beriihren, entsrechen die
Geraden tf, sy, r§, die in der andern Ebene
die Ecken des Hauptdreiecks mit denjenigen
Punkten g, p, § verbinden, in welchen die ge-
gentber liegenden Seiten x, y, z von der gege-
benen Geraden A geschnitten werden.”

Fir den vorerwihnten (b.) Kegelschaitt [Q,] fin-
det man hiernach seine Tangente y,6, im Punkte y,,
wenn man den Strabl sb der Seite y parallel zieht, -
weil nimlich in diesem Falle die ihm entsprechende
Gerade A (oder Q), und mithin auch der Punkt p in
¥, ynendlich entfernt ist. Ebenso wird dessen Tan-
genta am Punkte z, und #bnlicherweise wird dessen
Tangente am Punkte x, gefunden; oder die letztere
kann auch mittelst der zwei erstern gefunden werden
(§ 42, 1V, 1.). Gleiches folgt fiir den Kegelschnitt [R].

Zufolge des vorstehenden Satzes und mit Riick-
sicht auf (§. 36, Ende) und (b.), kann man nun auch
leicht crkennen, von welcher Art der Kegélschnitt sei,
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weleher irgend einer Geraden in eitier der zwéi Ebenen
E, E, entspricht, nimlich: :

»Der Kegelschnitt, weicher 2. B. der Gera-
den ‘A entspricht, ist entweder 1) Hyperbe),
oder 2) Parabel, oder 38) Ellipse, je nachdem
die Gerade A den Kegelschnitt [R] 1) schneis
det, oder 2) bertihrt, oder 3) gar nicht trifft.” .

d) Mittelst der ' bisherigen Resultate lassen sich
nun: weiter- leicht die Haupteigenschaften derjenigen Fi-
gur angeben, welche irgend einer gegebenen krummen
Linie entspricht. Denn angenommen es sei C ' eine
beliebige Curve nten Grades in der Ebene E und' C,
sei die ibr entsprechende ii der Ebene E,, so wird,
da C von jedem dem Hauptdreieck rst umschriebenen
Kegelschoitt [rst], im Allgemeinen und hdchstens,
in 2n Punkten geschnitten werden kann, und da allen
diesen Kegelschnitten die gesammten Geraden in der
Ebene E, entsprechen (a.), die Curve C, von jeder
dieser Geraden, im Aligemeinen und hchstens, ében-
. falls in 2n Punkten geschnitten, und folglich wird diese
Curve, im Aligemeinen, vom 2nten Grade sein.

Da ferner die Curve C jede der drei Seiten x, y,
2 des Hauptdreiecks, im Allgemeimen, in n Pankten
schneidet, so mufs die Curve C, die drei Hauptpunkte
"%y, Y1, Z1 zu. sogepannten singulidren Punkten haben,
ntimlich jeder derselben ist in Bezug auf sie ein nfa-
cher Punkt (1). Die n Tangenten der Carve C, in
jedem der drei Punkten x,, y;, z, sind vermbge der
Durchschnittspunkte, in welchen die Seiten x, y, z von
der Curve C geschuitten werden, sebr leicht zu finden,
denn ist etwa p ein solcher Durchschnittspunkt, so ist
der dem Strable spb entsprechende Strabl y,b, cine

Tangente der Curve C, im Punkte-y, (c.). Berithrt
die Curve C cine der drei Geraden x, y, z, so ent-



.

264 Aligemeioe Anmerkung. L

ppricht dem BerGbrungspunkt ein Riickkehrpunkt in
der Carve C,, und zwar, 80 oft eine jemer Geradem
von C beriibrt wird, so viele Riickkelirpunkte der C,
gind in dem, der jedesmaligen Geraden, entsprechenden
Punkte xy, y,, 3, vereiniget. Die einem Riickkehrpunkt
zugehdrige Tangente ist, ehenso wie vorbin, leicht za
finden, sobald niimlich der ihm entsprechende Beriih-
rungspunkt gegeben ist. (Sind. unter den genanntea
Riickkebrpunkten auch die Wendungs- oder Beu-
gungspunkte mit inbegriffen?)

Die Curve C, wird nothwendigerweise um 1, oder
2, oder.3 Grad erniedrigt, wenn die ihr entsprechende
gegebene Curve (. durch 1, oder 2, oder alle 3 Haupt-
punkte r, s, t geht (d. h. durch jeder nur einmal
geht), weil nimlich unter diesen Umstinden jeder der
genannten Kegelschuitte [rst] die Curve C, anfser je-
nen Punkten, nur in 2n-1, oder 3n-3, oder 20.-3
Punkten schneiden kann.

Wenn insbesondere die gegebelo Curve C nur
vom 2ten Grad, also ein Kegelschnilt, ist, so ist dem-
nach die ibr entsprechende Curve C, im Aligemeinen
vom 4ten Grad und hat die drei Hauptpunkte sx,, y,, 3,
- zu Doppelpunkten®). Oder wenn man die besondern

*) Bertibrt der gegebene Kegelschnitt C alle dret Seiten x, y, =
des Hauptdreiecks rat, so ist C,, sufolge des Obigen, eine solche
Curve 4ten Grades, welche die drei Hanptpnlhe Xe9 Yy 3, 10
Ritckkehrpunkten bat; und weiter folgt, mit Riicksicht suf (42, IV,
1, links.), dafs die drei Tangenten in den drei Rckkebr-
punkten der Curve C, einander allemal in irgend einem
Punkte treffen, — Findet dieses letrtere bei jeder belicbigen
Curve 4ten Grades, welche drei Rickkehrpunkte hat, statt? Oder:

_entsprechen den gesammten Kegelschnitten, welche dem Haupt-
‘dreiseit xyz eingeschrieben werden kinnen, auch die gesammien °
Curven 4ten Grades, welche die drei Punkte x,, y,, 3,, nm
kebrpunkten haben?
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Fille mit zosammenfafst, so kann man sagen: ,es sei
C, entweder vom 4ten, oder 3ien, oder 2ten, oder
Iten Grad, je nachdem der gegebene Kegel-
schnitt C entweder darch keinen, oder 1, oder
- 2, oder alle 3 Hauptpunkte r, s, t geht.” Der dritte
Fall, wo nimlich C; vom 2ten Grade, und also auch
ein Kegelochnitt ist, folgt auch aus (§. 51, IV, 9.), wo-
nach, wenn 2. B. der gegebene Kegelschnitt C durch
- die Pankte r, s gebt, dann seine simmtlichen Projec-
tionsstrablen in einem einfachen Hyperbolold liegen,
“welches von der andern Ebene E, in einem Kegel-
schoitt C, geschoitten wird, der nothwendigerweise
durch die Punkte z,, y, gebt. Dasselbe folgt tibrigens
auch aus der Eigenschaft, dals die Strahlbtischel r und
2,, s und y,, t und 3, projectivisch sind (a.). Denn
gebt ‘der Kegelschnitt C etwa durch die Punkte s, ¢,
so erhalten die Strabibiischel s, t durch ibn eine pro-
jectivische Beziehung (§. 38, 1IL.), da sie aber, wie
schon bemerkt worden, bezieblich mit den Strahlbiischeln
¥1, X projectivisch sind, so sind folglich auch die letz-
tern unter sich projectivisch und erzeugen einen Kegel-
schoitt C,, welcher durch ihre Mittelpunkte y,, x, geht,
und welcher offenbar dem Kegelschnitt C entspricht.
Also: \
wJedem Kegelschnitt C in der Ebene E,
welcher durch irgend zwei der drei Haupt-
punkte r, s, t geht (aber nur durch zwei), ent-
spricht in der andern Ebene E, ebenfalls ein
Kegelschnitt C,, welcher durch die jedesmali-
gen zwei entsprechenden Hauptpunkte z,, yy, 5,
geht; und auch umgekehrt”
3) Die vorstehenden Resultate (2) sind dle Funda-
" mentalsitze tiber die Abhingigkeit der Figuren in den
zwei Ebenen E, E, von cinander. Es lassen sich aus
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ibnen unmittelbar eine grofse Rejhe waterer Folgerun-
gen :entwickeln, die zu einigen interessanten Sitzen
fabrem. Nach der Art, wie die Figuren in den: zwei
Ebenen von-einander abhingen, ist n¥mlich klar, dafs
gewisse Eigenschaften und Sitze, welche Figuren oder
Gebilden in der-einen Ebene zukommen, also die mei-
sten Eigenschaften, Sktze, Aufgaben etc., die im er-
sten und gegenwirtigen dritten Kapitel tiber projec-
tivische Gebilde und ‘sonstige Figuren in der Ebene
aufgestellt oder betrachtet worden sind, auch auf irgend
eine analoge Weise in der andern Ebene (wenn auch
bei ganz verschiedenartigen Figuren) statt finden miis-
sen. Einige Benspnele werden hinreichen, diefs za er-
l&utern.

‘Den Figuren und Gebilden, ibren Eigenschaften
und den ihnen zukommenden Sitzen und Aufgaben in
der Ebene E, entsprechen -folgender Gestalt die Figu-
ren und Gebilde, dercn Eigenschaften, S&ne und Auf-
gaben in der Ebene E,:

In der Ebene E ..... entspricht ..... in der Ebene E,
A. C
l) Einém be’stlmm ten IDEin bestimmierPunkta,‘

Pankte @:
2) Den einzelnen Eck- 2) SimmtlichePunkte der

punkten r,s, t des Haupt- Seiten r,s,, t, des Haupt-

dreiecks: dreiecks.
3) Den drei Strahlbt- 3) Die drei Strhhlbﬁschel
schelnr, s, t: 85y Yis Xjr .

.~ 4) Einer Geraden A, wel- 4) Ein Kegelacbnitt [A,],~

che darch keinen der drei der durch die drei Haupt.
Hauptpunkte r, s, t geht: Punkte 2, ¥4y X, geht

.8) VierharmonischenPunk- . 5) Vier harmonische Punk-
ten der Geraden A (vermbge te des Kegelschnitis [A,]
3.): . (9. 43, 1L).

6) Irgend swei Punkten 6) Zwei bestimmte Pank-

’a, ¢; der durch dieselben te a,, ¢,; der dyrch sie und

bestimmien Geraden A; und durch die' Hauptpunkte-z,




59,11 Ueber Abhingigk. vgﬁcbiedenarﬁ.gtr Figuren, 267

dem durch dieselben und y., x, gehende Kegelschnitt
durch die Hauptpunkte r,s,t [A,]; und die durch diesel-
bestimmtenKegelschitt[T]: ben bestimmte Gerade T,.

7) Irgend einem Strahl 7) Eine Schasr Kegel-
bdschel B, d. h..der Schaar schnitte [B,], die durch dje
Gerader die durch irgend Hauptp. z,, y,» x, und durch

einen Pankt B gehen:

8)Da sich unter denStrah-
len dieses Strahlbiischels
B, im Allgemeinen und
hdchstens, zwei befinden,
welche den oben (2, ¢ ) ge
nannten  Kegelschnitt [R]
bertihren:

9) Irgend vier harmoni-
schen Strahlen des Strahl-
biischels B, also vier har-
monischenGeraden a, b, ¢, d:

Diese vier Geraden schnei-
den jede andere Gerade A
in vier harmonischen Punk-
ten (§. 8, IL):

Und jeden Kegelschnitt
[T], der durch ihrenMittel-
punkt B geht, ebenfalls in
vier barmonischenPunkten;

10) Liegt der Mittelpunkt
B desStrahlbiéschels insbe-
sondere in einer der drei
Seiten x, y, 5 des Haupt
dreiecks, etwa jn p in der
Seitey:

11) Den projectivischen
Beziehungen der Geraden
und Strahlbiischel, den Ei-
genschaften des vollstindi-
gen Vierecks und Vierseits,
und Giberhaupt den meisten
Sitzen, Aufgaben und Po-
rismen, welche im ersten
Kapitel untersucht wor-
den:

U. s w

einen bestimmten viertem
Punkt B, gehen.

8) So befinden sich anter
der Schaar Kegelschnitte.
[B,], welche darch vier ge-
gebene Punkte z,, y,, x,, B,
gehen, im Allgemeinen und
hdchstens, zwei Parabeln.

9) Vier harmonische Ke-
gelschnitte [a,], [b,], [c,]s
[d,] der Schaar Kegel-
schnite [B,].

Diese vier Kegelschnitte
schueiden jeden Kegel-
schnitt [A,] in vier harmo-
nischen Punkten;

Und jede Gerade T, die
durch ihren vierten Dureh-
schnittsp. B, geht, auch in
vier harmonischen Punkten.

10) So vereinigt sich der
4te PunktB, mit dem Haupt-
punkt y, und die SchaarKe-
gelschoitte [B,] haben im
Punkte y, eine gemeins,
Tangente y,b,.

11) Analoge Beziehungen,
Eigenschaften, Sftze, Auf
gaben und Porismen beiKe-
gelschnitten (z,y,x,], d. h
bei Kegelschnitten, welche
durch die drei Hauptpunkte .
(s ¥4 X gehen.

. 8 W,

A
\
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S 8

1) EinemKegelschaitt [T); 1) Eine Gerade T,; die
der Schaar Gerader @ die Schaar Kegelschnitt [&,]
ibn berdbren; und ihrenBe. die sie bertihren; und ihre
rbrungspunkten: Berdhrungspunkte.

2} Da sich unter dieser 2) So hefinden sich unter
S8chaar Gerader @, im All. derSchaar Kegels. [8,], die
gemeinen und hdchstens, durch 3 Punktes,, y,, x,
viere befinden, welche dea gehen uad eine Gerade T
Kegelscbnitt [R] berdhren, berdhren, im Allgem. und
4. h. gemeina, Tangemten hichstens, vier Parabeln,
der Kegels, [T], [R] sind:

3) Irgend vier von diesen 3) Vier von diesen berih-
beribrenden Geraden @, die rendenKegelschnitten [@,)
harmonisch sind (§.43,11.): die barmonisch sind;

8ie schneiden jede der Sie schaeiden jeden der
@brigen, zur Schaar @ ge- Ubrigen, zurSchaar[@,] gee
hdrige Gerade, in vier hare hirigen Kegels, in vier
monischen Punkten: harmonischen Pankten;

UndibreBerihrungspunk- UndihreBerihrungspunk-
te sind vier harmonische te sind vier harmonische
Punkte des Kegelschnitts Paankte der Geraden T (1),
[T): . .
4) Da irgend zwei Kegel- 4) So giebt es vier Ke-
schnitte [(M], [N] von vier gels. [a,]s [b,]s [c,])s [d,] wo-
bestimmten Geraden a, b, von jeder irgend zwei ge-
¢y d beriihrt werden: gebene Gerade M, N be-

rihrt. : .

8) Den zahlreichenSitzen 5) Analoge Sitse und Auf-
und Aufgaben, die oben, gaben, die sich simmtlich
von (§. 42) bis (. 48) aufge- auf die Gerade T und auf
stellt sind, undwelche sich die sie schaeidenden uwnd
auf einen Kegelschnitt [T] beridhrenden Kegelschnitte
und auf dessen Seckanten (z,y,x,}, s0 wie auf andere
und Tangenten, so wie auf bestimmte Kegelschnitte
beliebige andere Gerade [z,y,x,] besiechen
beziehen, als s.B.denSitzen .

Gber die dem Kegelschnitt
[T) um- und eingeschriebe-
nen Sechsecke, Finfecke, -
Vierecke und Dreiecke;
tiber harmonische Pole und
Gerade, u. 8. w.:
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C.

1) EinemKegelschaitt der 1) Ein Kegelaschnitt der
durch irgend swei der dref durch die entsprechenden
Hauptpunkte r, s, ¢t geht, zwei Hauptpunkte geht, al-
etwa einem Kegelschnitt so ein Kegelschnitt [z,y,];

[rs) der dureh r, s geht;
den simmtlichen Geraden
@ die iba bertéthren, und
ihren Beriithrungspunktent
~ Da von der Schaar Gera-
der ©, im Allgemeinen und
hdchstens, vier den Kegel-
schnitt [R] berdhren:

2) Den vorerwihnten 8%
tzen und Aufgaben (B.3u5):

3) Der Schaar Kegel-
schnitte, welche durch die
vier Punkte r, s, §, 9 (Fig.
55.) gehen:

4) Der Schaar Kegel
schaitte, die durch szwel
Hauptpunkte r,s und durch
einen beliebigen Punkty
gehen, und irgend eine Ge-
rade A ber&hren:

Oder; der Schaar Kegel-
schnitte, welche durch r,8
gehen und die Gerade A in
einem gegebenen Punkte 4
berihren:

Oder, der Schaar Kegel-

die simmtlichen Kegel-
schuitte [®,] die fhn be.
rihren, und thre Berth-
ruagspunkte. .

80 befinden sich unter
der Schaar Kegelschnitte
(®,), im Allgemeinen und
hdchstens, vier Parabeln.

2) Analoge Sktze und Aafs'
gaben. :

3) Die Schaar Kegel-
schnitte, welche in den
Punkten £,,y, twel gemein-
schaftlicke Tamgenten ha-
ben.

4) Die Schaar Kegel-
schnitte, welche durch die
drei entsprechenden Punk-
tes,,-y,, ¥y gehen, und el
nen bestimmten Kegel.
schnitt [A,] beréihren.

Die SchaarKegelschnitte,
welche durch x,, y, gehen
und einenKegelschaitt{A,]
in einem Punkte 4, berih-
ren.

Die Schaar Kegelschnitte,

schnitte, welche darch r, s welche durch z,, y, gehen
gehen und irgend swei ge- und zwei bestimmte Kegel-
gebene Gerade M, N be- schaitte [M,], [N,] berth-
rihren: rea

Oder, der Schaar Kegel- Eine Schaar Parabeln,
schnitte, welche durch r, s welche durch z,, y, gehen
geben und denKegelschnitt und derem Axen parallel,
[R] in irgend einem Punkt 4 nach einem unendl entfern-
berihren: v ter Punkt 9, gerichtet sind.

. 8 W,
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5) Da irgend swei Kegel: 5) Sowerden irgend awei
schaitte [u] im Allgemei- Kegelceintte [z,5,] ven
men von vier bestimmtem vier bestimmien Kegel-
Geraden a, b, ¢, d beriihrt schaitten [a,],[b,], [c,], [J,]
werden: berihrt
U & w

D.

. 1) Binem beliebigen Ke- ' 1) Eine bestimmte Carve
gelschnitt C; den ihn be- 4tem Grades; die sie beriib-
rihrenden Geraden @; ih- renden Kegels. [8,]; ibre
ren Berihrangspunkten: Berihrungspunkte,
2) Den Sitzen und Aufga- 2) Analoge Sitze, Aufga-
ben von (§. 42.) bis (§. 48.), bea und Porismen.
namentliech denPorismen in

(6. 47.): o

Hiernach sieht man, dafs, wie schon erwihnt, die
meisten Resultate, welche bei frithern Betrachtungen
entwickelt worden, und welche sich auf Figuren in der
Ebene beziechen, und zwar vorzugsweise das Netzgewe-
beartige derselben betreffen, sich nach den vorstehenden
Schemata auf mehrfache Weise travestiren lassen; nim-
lich diejenigen Sitze, Aufgaben, etc., wobei blofs Punkte
und Gerade (Vielecke, Vielseite, projectivische Gerade
und ebene Strablbijschel, etc) vorkommen, nach (A.),
kommt aufser diesen Elementen noch ein einzelner Ke-
gelschnitt, oder eine gewisse Schaar Kegelschnitte vor,
nach (B, C und D.), und kommen in den Sitzen etc.,
ausser jenen Elementen, beliebige Kegelschnitte vor, nach
(D.). Auch lassen sich die neuen Resultate wiederum
auf dieselbe Weise umwandeln, u. s.-w. Wollte man
jedoch diese Umwandlungen weiter wiederholen, so
wiirden sie ins Langweilige fihren, sie wiirden nichts
wesentliches Neues enthalten, mithin weniger wichlig
. sein, als die einfachen Elementarsitze, von welchen sie
~“hergeleitet, und von welchen sie im Grunde nur als
Carricaturen erschienen.
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. - Die obigen Sktze (rechis), welche meist nur ange-
deutet sind, wird man leicht vollstindig - aussprechen
konnen *). Uebrigens fithrt der- Gang der Betrachtung
projectivischer Ebenen und Strahlbiischel noch von ei-
ner andern Seite nothwendigerweise auf dieselben
zuriick,- wo sie alsdann theils umfassender, theils mehr
ins Einzelne und Besondere eingehend, dargestelit wer-
den sollen. . '

IIl. Der vorhergehenden Betrachtung (IL.). stebt, wie
es der in diesem Werk tiberall beobachtete Gegensatz -
erheischt, die folgende Betrachtung zur Seite, von wel-
cher ich aber nur sebr kurz. einige wesentliche Haupt-
momente andenten werde. :

1) Bringt man n¥mlich mit den Doppelgebilden
A, A, (1) irgend zwei Strablbiischel D, D, in Verbin-
dung, so lassen sich diese, nittelst des.den erstern zu-
gehorigen Strablsystems entsprechenderweise aufeinan-
der beziehen, wie vorhin die Ebenen E, E,.. Denn
durch jeden Strahl des Strablsystems .[A¥,] geht, im
Allgemeinen, eine Ebene sowohl des einen als des an-
dern Strablbiischels D, D,, z. B. durch.einen bestimm-
ten Strahl a wird eine bestimmte Ebene ¢, in D, und
cine bestinmte Ebene «,, in D,, gehen; je zwei solche
Ebenen sollen ,entsprechende Ebenen” (oder:jede
soll die ,schiefe Projection” .der andern) heilsen.
Jeder Ebene in .einem der zwei Strahlbiischel D, D,

*) Es bedeutet nkmlich bei den obigen Sitzen -(was #brigens
auch schon ans dem ganzen Zusammenhang zu schliefsen ist), z, B.
das Zeichen [z,y,x,]: ein oder mehrere Kegelschnitte, welche
durch die drei Hauptpunkte z,, y,, x, gehen; [z,y,]: ein oder
mehrere Kegelschnitto, welche durch die ewei:Hanptpunkte z,, y,
gehen; [N,], oder [a,], oder [®,]): ein Kegelsebnitt, welcher
durch die drei Hauptpunkte z,, y,, x, geht, und einer, bestimmten
Geraden N, oder a, oder 8, in E, entspricht; u. s, w, Aechnli-
ches g.lt von E(u . ’
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entspricht demmach irgend cine bestimmte Ebene im
andern Strahlbiischel, und von diesem allgemeinen Ge-
setz finden, wie man sogleich schen wird, nur wenige
Ausnabmen statt.

Zuvdrderst mbgen fir gewisse Elemente besondere
Bezeichnungen und Benennung festgesetzt werden. Nim-
lich es sollen die xwei Ebenen in D, welche durch die
Asen %, %, gehen, durch r, s und ihre Durchschnitts-
linie durch x, und andererseits sollen die zwei Ebe-
nen in D,, welche durch 91, ¥, geben, durch z,, y,
und ibre Durchschnittslinie darch t, bezeichnet werden;
x und t, sind also dicjenigen Strablen der Strahlbiischel
D, D,, welche beide Azen %, %, scheiden, und folg-
lich zugleich dem Strahlsystem [%%,] angehdren. Fer-
per soll diejenige Ebene in D, welche durch den Strabl
t, inD, gebt, durch t und die Durchschnittslinien, wel-
che sic mit den Ebenen r, s bildet, durch y, z, und
andererseits soll diejenige Ebene in D,, welche durch
den Strabl x in D geht, durch x, und ihre Durchschnitts-
linien mit den Ebenen z,, y,, durch s,, r, bezeichnet
werden. DieEbenen r, s, t und 1,, y,, x, sollen fort-
an die ,Hauptebenen,” die Strahlen z, y, x und r,,
8y, t; die ,Hauptstrahlen,” oder die Dreiflache rst
und z,y,x, sollen die ,Hauptdreiflache™ der Strahl-
bischel D undD, heifsen. Auch mdgen die Ebenen-
paare r und z,, s und y,, t und x, entsprechende
Hauptebenen, und die Strahlenpaare z und ry, y und
$1, x und t, entsprechende Hauptstrahlen genannt
werden. Endlich soll derjenige Strahl, welchen beide
Strablbtischel D, D, gemein haben (die Gerade durch
ibre Mittelpunkte D, D,), durch ee, bezeichnet wer-
den. Sodann lassen sich die vorgenannten Ausnahmen
folgender Gestalt angeben (vergl. II, 1.). ‘

: sDie.
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o,Die simmtlichen Ebenen der Ebeneabt-
schel z, y, x und 1y, s,, t, haben bezieblich die
einzelnen Hauptebenen z,, y,, x, und r, 8, t zu
entsprechenden Ebenen; und ferner: jede Ebene
des Ebenenblischels ee, entspricht sich selbst,
oder es sind in ihr zwei entsprechende Ebe-
nen vereinigt.” .

‘Mittelst der Hauptebenen r, s, t und z,, y,, x, lafst
sich zu jeder gegebenen Ebene des einei oder andern
Strahlbiischels D, D, die ibr entsprechende Ebene fin-
den (4bnlicherweise wie oben entsprechende Punkte
(I, 1,)).

2) Es entsteht nun weiter die Frage, wenn in ei-
nem der zwei Strablbiischel D, D, irgend ein bestimm-
tes System. von Ebenen gegeben sind, welchem Gesetz
dann die ihnen entsprechenden Ebenen im andern Strahl-
bitschel unterworfen seien? Die Antwort lncranf ergsebt
sich sehr leicht.

a) Man denke sich zunichst irgend einen Ebenen-
biischel A im Strahlbiischel D, so werden. dessen Ebe-
nen a, B, 7,..... durch solche Strahlen a, b, ¢, ..... * des
Strahlsystems [49,] gehen, welche in éinem einfachen
Hyperboloid liegen (1) oder (§.51.), und daher werden
die ibnen entsprechenden Ebenen a,, #,, 7y, ..... inD,
irgend eine bestimmte Kegelfliche zweiten Grades [A,]
umhiillen (§. 51,1V, 4,), welche nothwendigerweise dem
Hauptdreiflach z,y, x, eingeschrieben ist, weil durch je:
den der drei Hauptstrahlen z, y, x (in D) eine Ebene
des Ebenenbiischels A geht, und weil diesen Ebenen
jene Ebenen z,, y., 3, entsprechen (1.); (auch berithrt
die Kegelfliche [A;] diejenige Ebene A(ee,), welche
durch die Axe A und durch den Strahl ee, geht, we:l .
dieselbe sich selbst .entspricht (1.)). Also: .

»Den gesammtien Ebenen irgend eines Eba—

18 -
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nenbischels in einem der,zwei Strahlb@schel
D, D,, wie etwa dea Ebenen des Ebene¢nbii-
schels A in D, entsprechen im andern Strahl-
biischel D, die gesammten Beribrungsebenen
irgend einer bestimmtea Kegelfliche zweiten
Gerades [A,], und zwar befinden sich unter
den letztern allemal die drei Hauptebenen z,
Y1, X’ Oder: ,Jedem Strabl in einem der zwei
Strablbéischel D, D,, wie etwa dem Strahl A
in'D, entspricht im andera Strablbéschel D, ir-
gend eine bestimmte Kegelfliche sweiten Gra-
des[A,], welche dem Hauptdreiflach z,y,x, ein-
geschrieben ist, und auch umgekehrt; so dafs
also den gesammten Strahlen des einen Strahl-
biischels, die gesammten Kegelflichen zwei-
ten Grades entsprechen, welche im andern
Strahlbischel dem Hauptdreiflach eingeschrie-
ben sind.” ‘

Bel diesem allgemeinen Gesetz finden folgende Aus-
nahmen stabt. Liegt die Axe des genannten Ebenenbii-
schels A in eimer der drei Hauptebemen r, s, t, so ent-
spricht ibm in D, ebenfalls ein Ebenenbfischel A,, des-
seh Axe bezieblich in einer ‘der drei Hauptebenen z,,
Y1, 5 liegt; (die Ebenenbéischel A, A, sind projecti-
yisch, liegen dhre Axen in r und z, oder in s und y,,
so sind sie perspectivisch, Megen dieselben aber in t
und x,, 80 erzeugen jene ein einfaches Hyperboloid,
welches allemal durch die vier Geraden A, 9, x, ¢,
gebt; alle moglichen zusammengehorigen Axen ‘A uad A,
erzeugen drei Paar projectivische ebene Strablb#ischel
rund z;, s und y,, t und x, (in D und D,), wovea
die zwei ersten Paare perspectivisch sind, nimlich sie
haben %, %, 2u perspectivischen Durchschoiiten und je-
des hat den Strabl ee, zur Projectionsaxe, u, ». w.).
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‘'b) Denkt man sich nun weiter ein System von
Ebenen in D, welche irgend eine Kegelfliche K vom
nten Grad umbiilten, oud frigt, was fiir eine Kegel-
fliche K, die ihnen entsprechenden Ebenén in D, be-
rithren, so ergiebt sich die Antwort ebenfalls sehr leicht.
Denn da irgend eine Kegelfliche zweiten Grades {T],
welche dem Hauptdreiflach rst eingeschrieben ist, mit
der gegebenen Kegelfliche K, im Allgemeinen und hdch-
stens, 2n(n—1) gemeinschaftliche Bertihrungsebenen bat,
"s0 gehen durch -irgend einen bestimmten Strahl T, (der
jener Kegelfl. [T] entspricht (a.)) in D,, eben so viele

Ebenen, welche die Kegelfiiiche K, bertihren, und folg-
" lich ist die letztere, im Allgemeinen, von der 2n{n-1)ten
Classe (§. 41, 1I[, Note.). Da ferner durch jeden der
drei Hauptstrablen 2, y, x, in D, im Allgemeinen n(n-1)
Ebenen gehen, welche die gegebene Kegelfliche K be-
réhren, so mufs die Kegelfliche K, jede der drei Haupt-
ebenen z,, y,, x,, im Allgemelnen, n(n—l) mal berﬁh—
ren; v, s. w. %

Ist die gegebene Kegelﬂache K inshesondere nur
" vom zweiten Grad, so ist die ilir entsprechende Kegel-
fische K,, im Allgemeinen, von der 4ten Classé, und
berithrt jede der drei Hauptebenen z,, y,, x, doppelt;
oder es ist in diesem Falle die Fliche K, entweder von
der 4ten, 3ten, 2ten, oder lten Classe, je nachdem jene
Fliche K entweder keine, eine, zwei, oderélle drei
Hauptebenen r, s, t bertihrt. Also: -

»Jeder Kegelfliche zweiten Grades K in

¥) 1st 2. B. die gegebene Kegelfliche K vom zweiten Grade,
und gelt sie durch die dref lanptstrahleu 2,75 x, 8o ist die ihr
entsprechende Kegelflicke K, von der vierten Classe, und hat drei -
Wendungsstrahlen, in we]cben sie von den drei Hauptebenen
%,, ¥y, X, beriihrt wird, und welche in ejuer Ebene liegen; u. s. w.

(vergl. oben 11, 2, 4, Note.).
: 18*
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D, welche irgend zwei der drei Hauptebenen
r, 8, t berihrt, entspricht in D, ebenfalls eine
Kegelfliche zweiten Grades K, welche die
zwei- entsprechenden (1.) Hauptebenen z,, yy,
x; beriihrt; und auch umgekehrt.”

3) Mittelst der vorstehenden Fundamentalsitze (1.
und 2.), Gber die gegenseitige Beziehung der zwei Strabl-
biischel D, D,, lassen sich nun dbnlicherweise, wie oben
(11, 3.) bei den Ebenen E, E,, die daselbst angezeigten
Reihen von Eigenschaften, Sitzen, Aufgaben, u. s. w.
[wenn diese zuerst, vermbge (§.33. u. §.48.), auf einen

der zwei Strahlbfischel  tibertragen werden], auf eine-

neue Art travestiren ; ich begniige mich aber damit, hier
darauf aufmerksam gemacht zu haben; im Nichstfolgen-
den (1V.) sollen einige dahin gehdrige Beispiele, wenn

auch unter abgetinderter Gestalt, herausgehoben werden..

1V. Die Resultate, welche durch die zwei vorher-

éehenden Betrachtungen (iber die zwei Paar Gebilde E.
und E,, D und D, entwickelt worden, lassen sich, zu-.

folge (§.- 33.), unmiitelbar von jedem Paar dieser Ge-
bilde auf das andere iibertragen, d. h., die von den
Ebenen E, E, aufgefundenen Eigenschaften (IL) lassen
gich auf die Strahblbiischel D, D,, und die von diesen
angedeuteten Eigenschaften (III.) lassen sich unmittelbar
auf jene iibersetzen. . /

1) Namlich werden z. B. die Strahlbiischel D, D,,
pachdem sie nach obiger Art (IIl.) mittelst des Strahl-
systems [AY,] auf einander bezogen, durch zwei be-
liebige Ebenen €, €, geschnitten, so’ miissen in diesen
entsprechende Hauptelemente entstehen, wie sie jenen
zukommen, d. h., es entstehen in den Ebenen € upd
&, zwei Hauptdreiseite 8¢t und 3,9,r,, deren Sei-
ten v, 8, t und 3§, v, ¥, Hauptgerade und deren
Eckpunkte (nach der Ordnung, in der sie den Seiten

. : -
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gegendiber stehen) 3, v, ¥ und r,, 8,, t, Hauptpunkte
sind, und diese Hauptelemente werden heziehlich durch
die Hauptdreiflache rst und z;y,x,, Hauptebenen r, s,
t und z,, y,, x,, und Hauptstrahlen z, y, x und r,, s,
t, der Strahlbischel D und D, (I, 1.) bewirkt; ferner
wird 7. B, eine Kegelfliche zweiten Grades, welche. ei»
nem ‘der zwei Hauptdreiflache. . eingeschrieben ist;
in der’ zugehdrigen Ebene einen Kegelschnitt erzeugen,
welcher dem Hauptdreiseit eingeschricben ist; u. s. w.,
so dafs also zwischen den zwei schacidenden Ebenen
€, €, folgende Beziehung statt findet:

Den Elemonten und Gebilden
in der Ebene €...entsprechen ...in der Ebenc &,:

A

. 1) Irgend einem Strahl a
(Gerade):

2) Dem unendlich entfern-
ten Strahl (8, 2, b)):

3) Eirem gewissen beson.
dern Strabl X:

4) Den einzelnen Seitent,
8, t des Hauptdreiseits (als
Strahlen angesehen):

5) Den gesammten Strah-

len der Strahlbischel §,0,r:
6) Den drei Hauptgeraden

t, 8, t (als Gebilde angesehen):
7) Irgend einem Strahlbi-

1) Eia bestimmter Strahl
3’0

2) Ein bestimmter, end-
lich entfernter, Strahl Q,.

3) Der unendlich entfern-
te Strahl ®,.

4) Die gesammten Strah-
len der Strahtbaschel ¢,
$:5 ¢,

5) Die einzelnen (Haupt-)
Strahlen ¢, 9,, 2,

6). Die drei Hauptgeraden
bes Do Koo

7) Ein bestimmter Kegel-

schel B, d. h, irgend einem schnitt [B,], der dem Haupt-
Punkte B und den gesamm- dreiseit §,,0,,7, eingeschrie-
ten durch ihn gehenden ben, und dessen simmwtli-
Strablen: che Tangenten (I1l, 2, a);

oder séhlechthm.

" Irgend einem Punkte'®, Ein bestimmter Kegel-
welcheér nicht in einer der schnitt [8,], welcher dem
drei Hanptgeraden t, 8, ¢ Hanptdreuext $0, 8y einge-
liegt: schrieben ist;

- und also:
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Den gossmmiten Punkten, Die gesammten Kegel- .
welche nicht in dén drei schuitte [3, v, r,], welche -
Hauptgeraden 1, 4, t liegen: dem Hautdreiseit §,9,p, ein-

geschrieben nud,

Den Punkten in den drei Die Pankte in den drei
Hauptgenden 5 8t*): Hauptgeraden ¢, v,, £, .

8) Irgend einer Geraden 8) Eine Schaar Kegel-
@, d. h, der Schaar Punkte, schnitte [#,], d. h., atle Ke-
die in irgend einer Geraden gels., welche die dreiHaupt-

@ liegen: &er 345 B¢y £, und eine be-
stimmte vierte Gerade &,
berihren.

9) Jenex besonde?n(3.)Ge- 9) Die Schaar Parabeln
raden R: [X,],d.h,alleParabeln, wel-

che dem Hauptd. ,9,r, ein-

. ‘geschriebenwerden kdnnen,

10) Da die Gerade @ (8) 10) So hefindet sich unter

der besondern Geraden R der Schaar Kegelsch. [8,],

nur in einem einzigenPunkt (welche 4 Gerade §,, v,, £»

begegnet: ®, bertihren) nur eine ein-
zige Parabel,

11) Geht die €erade @ 11) So vereinigt sich die

darch einen der drei Haupt- Gerade ®, miteinerderdrei

punkte 3, v, ¢ (6.): Hauptg. 4,5, 9,4 5,, die dann
U.s w von der Schaar Kegels. [8,]
in einem bestimmten Punkt
berithrt wird. U. s. w.
. B.
l) Irgend swef Strahlen: 1) Zwei bestimmte Strah-
a, b; len a,, b,;

dem durch sie bestimm- der darch sie und durch
ten Punkt B, & h., ihrem die Hauptg.,,9,,2, bestimm-
Dnrcbschnittspnnkt; te Kegels. [B,];

und dem durch sie und wund derdurchsiebestimm-
durch die Hauptgeraden r, te Punkt, & h., ihr Durch-
8 t bestimmten Kegels. [2]: schnittspunkt ,.

2) Irgend einem Kegel- 2) Eir bestimmter Punkt
schnitt[3], (der dem Haupt- §,;
dreiseit tgt einges. ist);

*) Und zwar sind die Geraden ¢ und j,, 8 und 9, , t und £,
in Ansehung der entsprechenden Pumktenpaare, projectivisch.
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irgend einewm Punkt P in

ein bestimmtor Kegel-
dessen Umfang;

schaitt [P,}, der durch ihn
geht (und dem Hauptdrei-
‘ : seit §,9,2, ¢ingea ist); '
and dem ihn im dlesem und der in ihm von die-
Punkte berihrend Strahla: yem Kegelschnitte berihrte
Strahl a,. .
'8) Irgend einem Kegel- 3) Ein bestimmter Punkt
schaitt [T]; " ’
der Schaar Punkte §, die die Schaar Kegelschnitte.
in seinem Umfange liegen; [P,], die durch ihn gehen;
und dengesammten Strah- und die gesammten Strah-
len, die ihn beriihren: len des Strahlbéischels £,.
4)Pavonder SchaarPank- 4)Sosind unterder Schaar
te ], dieindem Kegelschnit- Kegelschnitte [9,], (welche
te [2] liegen (3), im Allge- drel Gerade §,9, 7, berilih-
meinen, und h8chstens, awei ren und durch einen Punkt
in die besondere Gerade R T, .gehen), im Allgem. und
fallen: h3chstens zwei Parabeln.
5) Da irgend zwei Kegel- 5) So giebt es im Allgem.
schnitte [R], [N] (diec dem und hBchstens vier Kegel-
Dreiseit 16t einges. sind) schnitte fa,1, [8,', [e,1, [b,]
einander im Allgem. und welche darchzwei bestimm-
hdechstens in vier Punkien te Pankie 3,, N, gehen (und

9, b, ¢, b schneiden:
U.s. w

1) Irgend einem Kegel-
schnitt, der irgend awei der
drei Hauptgeraden t,4,t be-
rithrt, z.B. irgend einem Ke-
gelschnitt [rs], der e, 8 be-
riahrt; der Schaar Pankte P,
die in seinem Umfange lie-
gen; (und der Schaar Strah-
len a, die ihn berithren):

2) Da von derSchaarPunk-’

te P (L) des Kegelschnitts
[t8], im Allgemeinen umd
hdchstens, zwei in der be-
sondern Geraden X liegen:

drei Gerade §,» 9,, ¥, beriih-
ren). U s w.

1) Ein bestimmter Kegel-
schnitt, der durch die ent-
sprechenden zwel Hauptge-
raden (3,, v,, £,) geht, also
%. B. ein bestimmter Kegel-
schaitt [j,9,]; die Schaa¥,
Kegelschnitte [P,], die ihn
beriihren; (und die Schaar
Strahlen a,, die ihn Cund-
diese Kegels.) berihren).

2) So sind unter derSchaar
Kegelschnitte [P,], (die ei-
nen Kegels. [{,9,], zweiTan-
genten §,, 9, desselben, und
eine dritte Gerade g, beriih-
ren), im Allgemeinen zwei
Parabeln.
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8) Da irgend zwel Kegel  3) So k3nnen jirgend zwei
schnitte [ré§] cinander im Kegelschuitte [3,9,] im All-
Aligemeinen in vier Punk- gem. von vier bestimmten

tem g b, ¢, b schaciden:
U.sw

Kegelschaittenia,], (5,1, [¢,],

[5,] berikrt werden. U.aw.

D.

1) Irgend einer beliebigen
Curve C des nten Grades:

Da durch jeden der drei
Hauptpunkte j, 9, # im All
gemeinen n(n-1) Strahlea ge-
hen, welche die gegebene
Curve C berihren:

1) Eine bestimmte Carve
C, der 2n(n-1xen Classe (III,
2, b.).

So mufs jede der drei

Hauptgeraden §,, v,, ¢, im

Allgemeinen n(n-1) mal von
der genannten Curve C, be-
rihrt werden.

U. 8 w.

2) Irgend einem beliebi-
gen Kegelschnitt C, der kei-
ne der drei Hauptgeraden t,
6, t beréhrt,

der Schaar Punkte 9, die
in seinem Umfange liegen,
und der Schaar Strahlen a,
die ihn in diesen Punkten
beridhren:

3) Irgend einem beliebi-
gen Kegelschnitt C, welcher
durch jeden der drei Haupt-
penkte §, v, ¢ geht:

U. s w
Uo 8, W

2) Eine bestimmte Curve
C, dter Classe, die jede der
drei Hauptgeraden §,, 9,, r,
doppelt beriihrt;

die Schaar Kegelschnitte
[P.], die sie beriihren, uad
die SchaarTangenten a,, die
sie- mit diesen (in.den Be-
rihrangsp) gemein hat,

3) Eine selche Curve C,
4ter Cl., die drei singulire
Pankte hat, in denen sie von
den 3 Hauptg. §,, 0,, £, be-
rihrt wird, nand die in einer
Geraden liegen.

Hiernach sieht man, wie die gegenseitige Beziehung

* der Ebenen €, €,, (oder der Strahlbiischel D, D,), mit
der gegenseitigen Bezichung der Ebenen E, E, (IL) ei-
nerseits fibereinstimmt, und andererseits sich von
dieser unterscheidet; nimlich' sie_ stimmt dem Un-
‘fange nach ganz mit der letzteren {iberein, so dafs alle
jene Eigenschaften, Satze, Aufgabén etc., von welchen
oben (II, 3.) Erwiihnung geschal, sich eben so vielfil-
tig durch sic umwandeln lassen, und dafs iiberhaupt
alle daselbst gemachten Bemerkungen auch auf sie An
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wendung finden; dagegen aber unterscheidet sid sich
von der andern durch die Art der entsprechenden Ele.
mente, und zwar .dergestalt, dafs wenn z. B. irgend ein
Satz tiber Figuren in den Ebenen E, E, gegeben ist,
dann der entsprechende Satz in den Ebenen €, €, (oder
~in den Strahlbiischeln D, D,) unmittelbar daraus abge-
leitet werden kann, wenn man hier tiberall: Gerade,
Punkt, Hauptdreiseit, eingeschriebener Kegel-
schnitt, u. s. w. (oder bei D, D,: Ebene, Strahl,
Hauptdreiflach, eingeschriebene Kegelfliche
etc.) setzt, wo dort, bei E, E,, respective: Punkt, Ge-
rade, Hauptdreieck, umschriebener Kegel-
schnitt, u. 8. w. stebt; und auch umgekebrt. Das Zu-
gleichstatifinden der einander entsprechenden Eigenschaf-
ten und Sitze in dén verschiedenartigen und verschie-
denartig auf einander bezogenen Gebilde-Paaren E und
E,, D und -D,, oder € und &,, ist eine nothwendige
und natiirliche Folge davon, dafs die beiderseitigen Be-
ziehungen durch das Strablsystem [%%,] bewirkt worden,
Aus denselben Griinden findet {ibrigens auch sogar eine
Abhingigkeit zwischen den Eigenschaften irgend zweier
ungleichartiger Gebilde statt, was, wie folgt, gezeigt
werden kann.

_ 2) Man kann nimlich auch zwei ungleichartige Ge-
bilde, z. B. die Ebene E und den Strahlbiischel D,,
mittelst des Strahlsystems [%%,] auf einander bezichen.
Werden. zu diesem Endzweck die Punkte, in welchen
E von den Axen %, ¥, getroffen wird, wie oben (IL.),
durch r, s, der durch sie gehende Strahl durch x; und
werden andererseits die Ebenen in D,, welche durch
die Axen %, U, gehen, wie oben (IIL), durch z,, y,,
ibre Durchschnittslinie durch t,; wird ferner der Punkt,
in welchem E vom Strahle t, getroffen wird, durch ¢,
und werden die Geraden, in welchen sie von den Ebe-
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nen z,, y, geschnitten wird, durch z, y; und wird end-
lich dicjenige Ebene in D;, welche durch den Strabl ¢
geht, dareh x,, und werden die Strablen, in welchen sie
die Ebenen z,, y, schneidet (oder welche durch jeme
Ponkte r, s gehen), durch r,, s, bezeichnet: so kann,
in Sholichem Sinne, wie oben (Il. und IIL.), das Drei-
eck rst Haunptdreieek der Ebene E, und das Drei-
flack z,y,x, Havptdreiflach des Strablbiischels D,,
und ferner konnen z. B. derjenige Punkt ¢ in E und
diejenige Ebene «,.in D,, welche beide dureh irgend
einen und denselben Strabl a des Strablsystems [U%, ]
bestimmt werden, entsprechende Elemente der Ge-
bilde E, D, gepannt werden, u. 8. w., so dafs sich als-
dann zwischen diesen zwei Gebilden eine analoge Be-
zichungstabelle aufstellen lifst, wie oben zwischen gleich-
artigen Gebilde-Paaren, und was etwa durch folgende
" einzetne Beispiele erlsutert werden mag.

@) Den Elementen und Gebilden
in der Ebene E... entsprechen...im StrahIbiis. D,:

Allgemeine Anmerkwng.

1) Irgend einem Punkte a
(im Aligem.):

2) Itgend einer Geraden
A,d.h.,den gesammten Punk-
ten, die in irgend einer Ge-
radenAliegen, welche durch
keinen der drei Hanpipunk-
te 5, &t geht:

8)Irgend einem Strahlbi-
achel B, d. b., den gesamm-
ten Geraden, die dureh ir-
gend einen Punkt B gehen,
welcher in keiner der drei
Hauptgeraden ¢, y, x liegt:
.4 Irgend einem dem Haqpt-
dreieck rst umschricbenen
‘Kegelschnitt [A]: '

1) Eine bestimmte Ebene
a‘.
2) Eine bestimmte Kegel-
fliche [A,], & h., die ge-
sammten Beriihrungsebenen.
einer Kegelfliche zweiten
Grades, welche dem Haupt-
dreiflachs,y,x, eingeschrie-
ben ist

3) Eine bestimmte Schaar
Kegelfl. [B,] sweites Gra-
des, welche aufser dem drei
Hauptebenen z,, y,, x, eine
bestimmte vierte Ebene B,
berdhren. -

4) Ein bestimmter Steahl-
A, (oder Ebenenbiis. A,), der
in keiner der 3Hauptebenen
205 ¥y, X, liegh -
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8) Irgend eimem Kegel- 5) Eine Kegelfliche 2ten
schaitt, welcher durch ir- Gr,welche die entsprethen-
gend sweiHauptpunkiegeht, den swei Hauptebenen be-
etwaeinem Kegelschnitt{ra): rihrt, also eine Kegelfli-

che [z,y,].

Oder denkt man sich nun wieder die Ebene &,
welche den Strablbiischel D, schneidet, und behalt die
oben (1.) fiir die Hauptelemente derselben festgesetzten
Bezeichnungen und Benennungen bei, s0 bat man zwi«
schen den Ebenen E, &, folgende gegenseitige Be-
ziehung.

# Den Elementen und Gebilden
in der Ebene E...entsprechen...in der Ebene &,:

1) Irgend einem Punkt 4, 1) Irgend eine bestimmte
im Allgemeinen: Gerade g,.

2) Den gesaimien Puak- 2) Eine und dieselbe Ge-
tes, welche in einer der rade, nimlich eine der drei
drei Hauptgeraden x, y, = Hauptgeraden p,, 9, §,-
liegen: :

3) Den einzelnen Haupt- 3) Die simmtlichenStrah-

- punkten, 8, t: len der Hauptstrahlbiischel
AR A N
4) Einem gewusen besan ‘4) '1')1; unendlich entfen-
dern Punkt B: te Gerade X,.

5) Irgend einer Geraden 5) Ein bestimmter Kegel-
G, welche durch keinen der schnitt [,], welcher-dem
drei Haoptpunkte p,st geht; Hauptdreiseit §, 9, %, einge.
der Schaar Punkte, die in schrieben ist; die Schaar

ibr liegen: Gerader, die ihn beriihren.
Daher:
Den gesammten Geraden Die gesammten Kegel-
(in der Ehene): . schnitte [§, 9,5, ]
6) Der unendlich entfernien 6) Ein bestimmter besondever
Geraden Q: - Kegelschnitt [Q,].

7) Irgend einer Geraden, 7) Ein bestimmter Punkt
welche durch einen der drei der in einer der drei Haup
Hauptpuunkte r,5,t geht; der geraden j,, 9,, £, liegt; die
Schaar Punkte, die in ibr Schaar Gerader, die durch
liegen: - ihn gehen. ’

Oder:
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- Irgend einmer G;raden,
welche durch einen der drei
Hauptpunkte r, s, t geht:

Und

Den gesammten Strahlen
einesder dreiStrahlbischel
st

8) Irgend einem Strahlbé-
schel B, d.'h., den gesamm-
ten Geraden, welche dureh
irgend einenPunkt B gehen,
(derin keinerderdrei Haupt-
ger. z, ¥, x liegt):

9) Dem besondern Strahl-
- btischel R (4.):

10) Da von den Strahlen
des Strahlbiischels B (8.)
nar ein einziger durch den
besondern Pankt R geht:

11) Irgend einem Kegel-
schnitt [T], welcher dem
Hauptdreieck rst umschrie-
ben ist; der Schaar Pankte,
welche in ihm liegen; und
der Schaar Gerader, welche
ibn berihren:

Aligemeine Anmerkung.
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Ein bestimmter Strahl ba-
schel, dessen HMittelpunkt
in einer der 3 Hauwptger. j,,
Py» B, liegt
also:

Die gesammien Pankte der
entsprechenden Hauptzera-
den §;, 0y, £y

8)EineSchaarKegelschnit-
te [B,], d. b, alle Kegel-
schnitte, welche aulser den
drei Hauptg. §,, b, ¥, noch
eine bestimmte vierte Ge-
rade B, berithren,

9) Die Schaar Parabeln
[(X,], (welche dem Haupt-
dreiseit §,9,r, eingeschrie-
ben werden kdnnen).

- '10) So befindet sich unter
der Schaar Kegelschnitte
[8B,], welche irgend vier Ge-
rade §,, 9,,¢,,3B, berithren,
nureine einzige Parabel (9.).

11) Ein bestimmter Punkt
2,; die SchaarGerader, die
durch ihn gehen (d. i der
Strahlb. €,); und die Schaar
Kegelschnitte(Z,], diedurch
ihn gehen (und dem Haupt-
dreiseit §,0,r, eingeschrie-
ben sind).

Daher:

Den gesammten Kegel-
schaitten [rst]: ‘

12) Da der Kegelschnitt

Die gesammten Punkte

12)Sosind unter der Schaar

[T] (IL), im Allgemeinen Kegels. [E,], welche durch

und hdchstens, von zwel
Strahlen des Strahlbischels
R (9.) berithrt wird:

13) Der8chaarKegelschnit-
te [P}, welche durch irgend
cinen Punkt P gehen, (und

einen Punkt £, gehen und
drel Gerade §,, Vy; ¥, beriih-
ren, im Allgem., zwei Para-
beln {X,). .

" 13) Die Schaar Punkte P,
welche in irgend einer Ge-
raden P, liegen, (die durch
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dem Hauptdreieck rst am- keinen der drei Hauptpunk-

schrieben sind):

14) Der Schaar Kegelschnit-
te [G), welche irgend eine
Gerade G beriihren (und
dem Hauptdreieck rst um-
schrieben sind):

15) Der Schaar Parabeln
{Q], die dem Hauptdreieck
rstumschriebenwerden kdn-
nen: )

16) Unter der Schaar Ke-
gelscbnitte [P], welche durch
vier gegebene Punkte r, s, t,
P gehen (13.), befinden sich
im Allgem. zwel Parabeln,

17) Da irgend zwei Kegel-
schnitte [M], [N], (welche
dem Hauptdreieck rst um-
schrieben sind), im Allgem.
und hdchstens, von vier Ge-
raden a, b, ¢, d berdihrt wer-
den: -

18) Daurch drei gegebene
Pankter,stgehen,imAllgem,
und hdchstens, vier Kegel-
schnitte [a], [b], [c], [d], wo-
von jeder irgend zwei gege-
bene Gerade M, N bertihrt:

U s w

ter,, 8,, ¢, geht).

14) Die Schaar Punkte 8,
welche in einem bestimm-
tenKegelsehnitt[G,] liegen,
(der dem Hauptdreis, §,9,7,

. eingeschrieben ist.)

15) Die Schaar Punkte Q,
des besondern (dem Haupt-
dreis. 1,9, ¢, einges.) Kegel-

‘schnitts [Q,].

16) Weil die Gerade 9,
mit dem Kegelschnitt [9,],
im Aligemeinen und hdch-
stens, zwei Punkte gemein
hat. .
17)So giebt es, im Allgem.
und hdchstens, vier Kegel-
schaitte [4,1, [6,], [¢,], [b,),
welche drei gegebene Ge-
rade §,,9,, ¢, bertihren, und
durch zwei gegebene Punk.
te M,, N, gehen.

18) Weil irgend zwei Ke-
gelschnitte [M,], [N,), wel-
-che dem Hauptdreiseits,n,r,
eingeschrieben sind, einan.
der, im Allgmeinen und
h3chstens, in irgend vier
Punkten a,, b, ¢,, 0, schnei-
den, U s w

Wenn insbesondere die Ebene €, mit der Ebene E

gusammenfillt, dann decken sich das Hauptdreiseit 3,91,
und das Hauptdreieck rst, und es finden sodann einige
merkwitrdige Umstinde statt, welche spitér beriicksich~
tigt werden mogen. Eben so giebt es eine besondere
gegenseitige Lage fiir die Ebene E und fiir den Strabl-
biischel D,, durch welche eigenthiimliche intereésante
Umstinde verursacht werden, und welche gehorigen
Orts (im zweuten Abschmtte) ausfitbrlich entwickelt
werden sollep. . -
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3) Es kanh non ferner moch erinnert werden, dafs;
da alles, was 50 eben Uber die zwei Ebenen E, &, be-
merkt worden, ahnlicherweise von zwei Strahlbiiseheln
D, Dy, oder da Gberhaupt alles, was in den vorste-
henden Betrachtungen #iber die Ebenenpaare E und E,
(L), €und €, (1.), E und &, (2) gesagt und angedeu-
tet wordea, &hnlicherweise von Strahlbischelpaaren D
und D, (IIL.), D und D,, D und D, gilt, dafs also,
sage ich, die gesammten Resultate, welche in
den vorstebenden Betrachtungen (von L. bis hier-
her), theils entwickelt, theils blofs angedeuntet
worden, sich mittelst der Strahlbiischelpaare
D und Dy, D und D,, D und D, aunf die Kugel-
fliche tibertragen lassenm (siche Anmerk. § 34.
und §. 48)).

V. Bei den vorstehenden Betrachtungen sind, ihn-
licheyweise wie bei vielen fritheren Betrachtungen, ver-
schiedene besondere Fille mdglich, die nimlich dadurch
entstehen, dafs man den Axen %, %, und den Gebilden
E und E,, D und D,, u.s. w, eigenthiimliche Lage zu-
kommen }t{st, dafs man z. B. die eine oder andere
Axe, oder das eine oder andere Gebilde in unendliche
Ferne versetzt, u. 8. w.; dadurch erhalten daum auch die
Resullate eigenthimBche Aassagen, wodurch sie oft mebr
Ibteresse eiregen, als die aligemeinen Resultate; o der
Folge wird sich Gelegenheit darbicten, alle dieso Falle
su erbrtern, wo alsdans, mach veringegasgener Entwik-
kelong der Eigenschaften prejeetivischer Ebenen und
Strabibitschel, die Masse der Resultate etwas ausgedehn-
ter und umfassender seim wird. Hier mag zom Schlwsse
mit don betrachteten Figuren moeh folgendes Martbver
vorgemommen werden, wodurch einige Eigemechaften,
dio vorhin wit Stillschweigen iibergamgen worden, kla.
rer und bestimmter hervortreten, und wodateh man. eic

»
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nes Thells cine freicre Ucbersicht iiber die vorherge-
bhenden Betrachtungen, iiber deran Zusammenhang und
fiber die daraus entsprungénen Resultate gewibat.

Das den obigen Betrachtungen zu Grunde liegende
Strablsystem [%%,], welches einerseits durch zwei Ge-
rade 9, %,, und andererseits durch zwei Ebenenbiischel
o, 9, erzeugt wird, indem ndmlich jeder Strabl dessel-
ben sowohl durch irgend zwei Punkte dieser Geraden,
als durch irgend zwei Ebenen dieser Ebenenbiischel be-
stimmt wird, kann durch Veriinderung der Lage dieser
Gebilde in-folgende besondere Fille iibergehen. Man
kann nimlich einerseits die Geraden, flir sich betrach-
tet, s0 legen, dafs sie einander schneiden, within in ir-
gend einer Ebene liegen, die durch E, bezeichuet wer-
den mag, wodurch dann offenbar alle Strablem in diete
Ebene hineingezogen werden, und zwar dergestalt, dafs
sie genau die gesammten Strahlen (Geraden) dieser

. Ebene sind; und andererseits kann man die Ebenen-
biischel, fiir sich betrachtet, so legen, dafs ibre Asen
sich schneidea, dafs sie mithin in.irgend einem Strabl-
biischel liegen, der.durch D, bezeichnet werden mag,
wodurch dann offenbar alle jene Strahlen in dieson Strahl.
btischel zuasammengedringt werden, usd zwar dergestalt,
dals sie genau, oder einfach, die gesammten Strablen
dieses Strahibiischels sind. Denkt man. sich nen webét
diesen zwei besondern Strablsystemen E; und D,, aueh
moch zugleich jemes urspriimgliche Strablsystem [¥®,],

- und bezoithnet das letztere, um anzudeaten, dafs es. im

Raume beliebig liege, durch R, so findet alsdann zwi.

soben den drei Strablsystemen R, E,, D, die Betiehung
statt, dafs jedem beliehigem Strabl in-einem derselben;
irgend ein bestimmnter Strabl, soweohl in dem ecinen, als
in dems andemn, der zwei librigen (Sirabdsysteme) emt- -
spricht; t. B. irgend einems Siradl a,in R, welcher die

. .
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Geraden %, %, in den Punkten q, @, tiifft, und in wel-
chem sich die zwei Ebenen @, o, der Ebenenbiischel
9, ¥, schaciden, entspricht in E, e¢in bestinmter Strahl
aa,, und in D, ein bestimmter Strahl ee, (d. i die
Durchschnittslinie der Ebenen a, a,). Daber ist leicht
zu erachten, dafs gewisse Eigenschaften, welche einem
der drei Strablsysteme zokommen, auch, in irgend einer
entsprechenden Form, auf die jedesmaligen beiden ibri-
gen Systeme tibergehen miissen, und zwar berubt diese
Abhingigkeit vornehmlich auf den projeciivischen Ei-
genschaften der Grundgebilde, d. b., auf den vielfslti-
gen projectivischen Bezichungen der Geraden ¥, ¥, und
der Ebenenblischel %, %,. Man denke sich z. B. im
ersten Strahlsystem R irgend eine Schaar Strahlen, wel-
che in einem einfachen Hyperbolold liegen, so werden
durch sie einerseits die Geraden ¥, %, und andererseits
die Ebenenbiischel ¥, ¥, projectivisch auf einander be-
zogen, und daber werden, im Allgemeinen, die ihnen
entsprechenden Strablen in E, einen Kegelschnitt um-
hillen, welcher die Hauptgeraden %, ¥, beriihrt (§. 38,
IV.), und die ihnen entsprechenden Strablen in D, wer-
den in eciner Kegelfliche zweiten Grades liegen, wel-
che durch die Axen (der Hauptebenenbiischel) %, ¥,
geht (§ 38, IL). Werden diejenigen zwei Punkte der
Geraden ¥, ¥, in E,, welche in ihrem gegenseitigen
Duarchschnitte vereiniget sind, durch e, ¢;,, und werden
diejenigen zwei Ebenen der Ebenenbiischel %, %, in
D,, welche auf einander fallen, durch e, s, bezeichnet,
und wird ferner angenommen, es sei e derjenige Strahl
in R, welcher zugleich einerseits die Punkte ¢, ¢, der
Geraden ¥, ¥, verbindet, und andererseits die Durch-
schnittslinie der Ebenen ¢, ¢, der Ebenenbtischel %, ¥,
ist, so werden also, im Falle dieser Strahl e¢ zu der
Schaar Strablen ;des genannten Hyperboloids gehort,
' einer-
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eitierseits die Hauptgesaden in Ey, und andererseits die
Hauptebenenbtischel in D;, allemal perspectivisch sein,
go dafs folglich in jedem solchen Falle dem Hyperbo-
loid in R, irgend ein Punkt B (der Projectionspunkt der
Hauptgeraden ¥; ;) in E,, und irgend eine Ebene B
(der perspectivische Durchschnitt der Hauptebenenbii-
schel %, %;) in D; entspricht. Einem Hyperboleid aber,
welches nicht durch den Strahl e gebt, wird in Ey ir-
gend ein Kegelschnitt, welcher dem Winkel %¥; ein-
geschirieben, und in D, itgend eine Kegelftiche zweilen
Grades, welche dem Winkel Y, umschrieben ist, ent-
sprechen. Es ist klar, defs wenn man umgekehst die
Hauptgeraden ¥, % in E, von irgend einem Punkte B
sus perspectivisch, oder mittelst eines sie beriibrenden
Kegelschoitts [%,] projectivisch auf einander bezieht,
dafs denn diesem Punkt, oder diesem Kegelschnitt, ir-
gend ein einficheés Hyperboloid in R entspricht, wel-
ches im ersten Falle durch den Strahl ¢ geht; und dafs
Entspreehendes in Hinsicht der Hauptebenénbiisehel ¥,
9, in D, statt findet. Demnach entsprechen den ge-
sammten einfachen Hyperboloiden in R, welehe den
Strahl.e gemein haben, einerseits die gesammten Pankte
der Ebene E,, und andererseits die gesammten Ebenen
des Strahlbiischels Dy; den gesammten Hyperboloiden
it R aber, welehe nicht durch den Strahl e gehen; ent-
sprechen in E, die gesammten Kegelschnitte; welche
demt Winkel %Y, eingeschrieben, und in D, die ge-
sammten Kegelflichen zweiten Grades; welche dem Wm-
kel 2%, umschricben sind. U. s w. - o
Zufolge dieser Betrachtung lassen sich also zwi-
schen den drei Strablsystemen R, E,, D, shuliche Be-
mehnngstabellen aufstellen, wie oben in (II, Il u, IV.).
Die Form dieses Papiets gestattet aber nicht, die ent-
sprechenden Eigenschaften aller drei Systeme neben
/ .19
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einander zu stellen, wie es, vermige ihres Zusammen-
banges, cigentlich sein sollte. Sie spllen daber nur
paarweise ncben einander gesetat werden, und zwar
nur die swei Paare R and E,, E, und D,. Die Fun-
damentaleigenichaften, auf denen die Beziehung dieser

zwei Paare berubt, sind folgende.
o) Den Elementen und Figuren
in Ey........ ..entsprechen..........in R:

‘¥) Irgend einem Strahlea:

(Dem unendlich entfern-
ten Strahle Q¢)

2) Irgend einem Punkte B,
alsMittelpunkt eines Strahl-
biischels angesehent

3) Also den gesammten
Punkten:

4) Irgend einer Geraden
G, das heifst, der Schaar
Pankte, welche in ihr lie-
gen:

* (Der unendlich entfern-
ten Geraden Q1)

5) Irgend einem Kegel-~

schnitt {AN,], welcher die
Hauptgeraden %, ¥, beriihrt:
'6) Irgend einer Curve C;
irgend einem Punkte P in
derselben; und der sie in
demselben bertihrenden
Tangente T:
" U, s we

1) Irgend ein Strahl a.

(Der unendlich eatfernte
Strahl Q.)

2) Irgend ein einfaches
Hyperbolotd {B], welches
durch (%, %, und) den Strahl
e geht

3) Die gesammten einfa-
chen Hyperboletde, welehe
die drei Strahlen ¥, %, ¢
gemein haben,

4) Eine Schaar einfache
Hyperbelolde [G], welche,
anfser %, %,, ¢, irgend einen
vierten Strahl G gemein
haben.

(Die gesammten hyperbo-
lischen Parabolotde, wel-
che durch die dreiStrahlen
% A, e gehen.)’

5) Irgend ein einfaches
Hyperboloid [%%,].

6) Irgend eine geradlinige
Fliche C; irgend ein sie be-
rihrendes einfaches Hyper-
beloid P; wad der Strahl,

lings welchem es dieselbe
beriiirt. U.s'w. :

~ 8 Den Elementen und Figuren
in E,...........entsprechen...........in Djy:

. 1) Jedem Strahl (Gera-
&en) a:

1) Irgend ein Strahl a.
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2) Jedem Punkt, oder 2) Eine Ebene, oder ein
Strahlbésechel B: ebener Strahlbéschel B.

3) Jeder Geraden G, als 3) Irgend ein Ebeneabt-
Gebilde, eine SchaarPunk- schel @,
te enthaltend, angesehen:

(Der unendlich entfern (Ein bestimmter Ebenen.
ten Geraden Q3) biischel Q.) .

4) Einem Kegelsehnitt 4) Eine Kegelfliche [%%,]
(#%,], der die Hauptgera 2tenGr.,die dureh dieHaupt-

den %, %, berihrt: strahles o, ¥, geht.
6) Irdend einem beliebi- 5) Irgend eine Kegelfls-
gen Kegelschnitte C: che 2ten Grades €.

6) Irgend einer beliebi- 6) Irgend eine bestimmte
gen Carve C; trgend einem Kegelfliche €; irgend eine
PunkteB derselben; und der sie beribrende Ebene B;
zugehdrigen TangenteT:  und ibr Beriihruvgstrahl g

U. s o © Usow
Wird der Strahlbiischel D, durch irgend eine
Ebene €, geschnitten, so beruht die Beziehung der
Ebeneti E; und €, auf folgenden Fandamentaleigen-
schaften.

7) Den Elementen und Figuren

in E, ...... «... entsprechen ..... in &:
1) Jedem Punkt, oder 1) Ein Strahl, oder eine
Strahlbiischel B: Gerade B.
2) Jedem Strahl, oder je- 2) Ein Pankt, oder ein
der Geraden G: Strahlbéschel ®:

(Der unendlich entfernten (Ein bestimmter Punkt ),
Geraden Q): .

3) JedemPunkt B, und ir- 3) Eine Gerade B, und ir-

end einem durch ihn ge- gend ein in ihr liegender
ienden Strahle a: Punkt a.
" 4) Irgend einer Curve C; 4) Irgend eine Carve €;
irgend einem Punkt P der- irgend eineTangente Pder-
selben; und der Tangente selben; und ihrBeréihrungs.

T in diesem: . .~ punkt §.
. ’ Daher: - :

B) Irgend einer Curve C 5) EineCurve€vom n(n-1)
vom nten Grade: tenGrade, oder von der nten

U s w Classe,
. U, s w

19*
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Wenn bei den Ebenenbiischeln ¥, U,, in Dy, wie
vorhin angenommen worden, die Ebenen ¢, & aufein-
ander liegen, dagegen die Geraden ¥, 9, in E;, se
gelegt werden, dafs statt der Pankte e, ¢, irgend zwei
andere Punkte, etwa 0, d,, in ibrem Durchschnitte
vereinigt sind, und wenn sodann die gegenseitige Be-
zichung der Strahlsysteme D,, E,, in Riicksicht auf
ihre entsprechenden Elemente, wie diese bei ihrem ur-
spriinglichen Zusammenhange in R bestimmt werden,
betrachtet wird, so ist diese Beziehung gleich derjeni-
gen, welche zwischen den obigen Gebilden E, D, IV,
2, a.) statt fapd. Das vorstehende Beziehungssystem
(;.) ist daher nur ein besonderer Fall des obigen (IV,
2, ). (Ebenso erhilt man, wenn man das Strablsystem
R durch irgend eine Ebene. E, schneidet, ein Bezie.
hungssystem zwischen den Ebenen E, und E,, welches
ein hesonderer Fall des obigen (IV, 2, £.) ist).

Das vorstehende Beziehungssystem (7.) enthalt
iibrigens die Fundamentalsitze auf denen die sogenannte
» Théorie des polaires reciprogues” beruht, welche Theo-
rie gewohnlich mittelst eines Hiilfskegelschnitts darge-
stellt wird (§. 44.), wobei nathwendigerweise beide

Systeme von Figuren in einer und derselben Ebene -

liegen (d. h. die Ebenen E,, &, liegen aufeinander).
Hier stellen sich diese Eigenschaften auf. allgemeinere
Weise, unabhingig vom Kegelschnitt, dar, und zwar,
wic schon bemerkt worden, nur als besonderer Fall
desﬁ obigen Beziehungssystems (IV, 2, 8.). . Indessen
gebiibrt das . Verdienst, die genannte Theorie zuerst
freier, unabhiingig vom Kegelschnitt, aufgefafst zn ha-
ben, dem griindlichen Forscher Mobius (Baryecentr.
Calciil). "

Aus der vorstehenden Betrachtung sieht man, dafs
dem Strahlsystem R, welches bei den obigen Betrach-

.
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tusgen (1, Ik u. IV.) nor als Mittel diente, selbst alle
Eigenschaften auf bestimmte entsprcchende Weise zu-
kommen, welche dort von anderen Gebilden entwickelt
und angedeutet worden. In der That sind die Figurea
in den obigen Ebenen E, E, (IL) als beliebige Schnitte
(dieser Ebenen und) des Strahlsystems R anzusehen,
so dafs also ihre Eigenschaften nur als Falgen der Ei-
genschaften des letateren erscheinen; ebenso sind die
Strablbiischel D, D, (II.) nur mittelst der Eigenschaf-
ten des Strahlsystems R aufeinander bezogen warden,
w. 5. w. Da hiernach gewisse netzgewebeartige Eigen-
schaften (fast simmtliche Resultate des ersten und drit-
ten Kapitels) in jedem der 9 Gebilde E, E,, D, D,,
€, €, D, D, und R auf bestimmte - entsprecliende
Weise statt finden: so sind also die Eigenschaften dés
Strahlsystems R keine. eigentlich riumlichen, wiewohl
dasselbe den ganzen Raum erfiillt, sondern sie sind
blofs solche, welche ihrem wahren Wesen nach der
Ebene (E), oder dem Strahlbiischel (D) angehoren,
(Von eigentlich riumlichen Eigenschaften der Art, wird
" im dritten und vierten Abschnitte die Rede sein).:Auch
ist, zufolge der vorstehenden Betrachtung, das Strahl.
system R in der That einerseits als eine durch den
ganzen Raum ausgebreitete Ebene E;, und andererseits
als ein aufgelster, durch den ganzen Raum ausge-
streuter Strablbtischel D, anzusehen. In diesem Sinne
lassen sich tibrigens auch jene fritheren Gebilde E, E,,
¢, €&, b, D, D, D, als Unwandlungen det Strahl-
systeme E, und D, (oder des Strablsystems. R) anse-
hen, wodurch der Zusammenhang aller dieser Gebilde
von einer neuen Seite sich affenbaret, und zwar wie
{olgt. : :

Werden. nimlich die zwei Geraden YU, %,, so wie
sie hier oben in einc Ebene E, gelegt worden, zum
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gwelten Mal in dieselbe, oder in irgend eine andere
Ebene E, gelegt, jedoch so, dafs nicht die nimlichen
zwei Punkte ¢, ¢, in ihrem Durchschnitte vereinigt sind,
wie das erste Mal, so findet zwischen den Strahl-
systemen E,, E,, bis anf einige Nebenumstiinde, offen-
bar dieselbe Bezichung statt, wie oben zwischen den
_ Ebenen €, €, (IV, 1.). Bezeichnet man die zwei ehe-
nen Strablbiischel, in welchen die oben genannte Ebene
€, (y.) die Hauptebenenbiischel 2 ¥, in D,, schneidet,
durch B, B,, und denkt man sich dieselben zum zwei-
ten Mal (in derselben, oder) in jrgend einer andern
Ebene &, s0 gelegt, dafs nicht mebr die nimlichen
awei Strablen derselben vereinigt sind, wie dort in €,,
80 findet zwischen den Ebenen &,, &, in Ansebung
ibrer eptsprechenden Elemente, dhnliche Beziebung statt,
wie pben zwischen den. Ebenen E, E, (IL.), Entspre-
chendes findet statt, wepn man die obigen Ehenenbi-
sche]l &, ¥, in zwei verschiedenen Lagen, in einem
und demselben, oder in zwei verschiedenen Strahlbii-
scheln D,, D,, festhilt und aufeinandér bezieht. In

dieser Hinsicht hitten also alle vorhergehenden Ber .

siebongssysteme unmitielbar an die obigen Fundamen-
talsiitze (§. 38.) apgeschlossen' werden komnen. Im
fiinften Abschnitt wird diese letzte Betrachtungsweise
ausfiibrlicher erdrtert und mit Erfolg angewandt werden,

Zum Schlufse bemerke ich nochmals, dafs alle vor-
hergehenden Bezichungssysteme auf verschiedene andere,
gsum Theil einfachere und leichter zu fassende Weisen
erzeugt und betrachtet werden kionnemn, wobei eines
Theils ebenfalls projectivische Eigenschaften (wie hier
oben), andern' Theils aber andere Restimmungen zur
Grundlage dienen, was durch die spiiteren Entwicke-
- lungen ausfihrlich gezeigt werden wird. Es werden
alsdann die Bezichungssysteme in solcher Aligemein-
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heit dargestellt, dafs sie auch diejenigen Fille umfas-
sen, wo einige von den Hauptelementen (Hauptpunkte,
Hauptgerade,” u, s, w, siehe oben II, Il und IV.),
welche bei der gegenwiirtigen Betrachtung immer. reell
waren, imaginfir sind. Auch werden dann Zibnliche
Beziehungssysteme im Raume vorkommen, wo nament-
lich in gewissen hesandern Fillen awei Riume so auf-
einander bezogen werden, dafs jeder Ebene im einen
Raume, irgend eine Fliche zweiten Grades im andern
Raame entspricht; wodurch man sodanu in Stand ge-
setzt wird, mit Leichtigkeit alle Flichen zweiten Grades
wnter gewissen Bedingungen zu erzeugen, und ihre
Eigenschaften aus den Eigenschalten der ihaen entspre-
chepden Ebenen abzuleiten *), i -

*) In Bezug auf die gegenwirtige Betrachtung mdgen hier moch
folgende Beisksiele von besondern Bezichungssystemen erwihnt wer- .
den. Zufolge jedes der swei ersten (neben einander stebenden)
Sitze in (5. 46, £) hat man némlich ein Besichungmystem swischen
awei aufeinander Hegend gedechienEbenen, wo 3, B. nach dem Satze
rechts, die Beziehung darin besteht, dafs jedem beliebigen Punkte
B,, in der einen Ebene, irgend ein bestimmter Kegelschnitt [BB,],
in der andern Ebene, entspricht, welcher durch drei bestimmte
feste Punkte B, B,, (AA,) geht; u, s. w. Eine andere Art, wo-
durch solche besondere Begichungssysteme zu Stande gebracht wer-
“den, habe ich bereits im Jahre 1828 in einzelnen Lehrsitzen ange-
deatet (Jonrnal far Mathematik, Bd. IIL S. 211 Lehrs. 22 — 25.).
— Wie auf diese Weise andere, susammengesetztere Systeme der
Ant aufgestellt werden kdnnen, ist leicht su sehen. Namlich durch
jedes Porisma, worin z. B. die Abhingigkeit zweier Punkte von
einander so beschaffen ist, dafs wibrend der eine sich Lings irgend
einer Geraden (oder Curve) bewegt, der andere irgend eine bestimmte
Curve durchliuft, entsteht ein solches Bezichungssystem; u. s. ‘w.



Anhang
Aufgaben und Lehrsitze,

60. Die nachfolgenden Aufgaben und Lehrsitze
sind zu dem Zwecke hierher gesetzt, um denjenigen
Lesern, welche sich selbstthitig mit der in diesem
Werke aufgestellten Methode beschiftigen wollen, Ge-
legenheit zu geben, sich an zweckmifsigen Beispielen
zu Giben. Sollten sich in der That Liebhaber finden,
welche dem einen oder apdern dieser Sitze ihre Auf-
merksamkeit mit Erfolg schenkten, oder welche selbst
andere, dahin gehdrige, Sitze aufsuchten und bewiesen,
und sollte ihnen daran gelegen sein, sie mir witzuthei-
len, um sie bekannt zu machen, so wiirde ich gern
bei der nichsten schicklichep Gelegenheit darauf Riick-
sicht nebmen, qder, im Falle sie nach eiper andem
Mecthade hehandelt, aber von allgemeinem Interesse
wiren, wiirde ich sie Herrn Crelle iibergeben und
ihn ersuchen, dieselben in sein Journal fiir Mathe-
matik aufzunebmen. Die Zusendungen miifsten jedoch,
wig es sich von selbst versteht, portofrei geschehen, und
kiinnten nach Belieben, an den Herrn Redakteur des
genannten Journals oder an mich adressirt werden,

1) Wenn in eciner Geraden A vier harmonische
Punkte und in eipem ebenen Strahlbiischel B vier har-
monische Strahlen gegeben sind, sa sind die zwei Ge-
bilde A, B in Ansehung diesér gegebenen Elemente
auf 8 verschiedene Arten pro;echvxsch ¢ 81 £) und
konnen, in Riicksicht auf jede Art, in perspectivische

Lage gebracht werden (§ 6.). Wenn nun in einer
Ebene die Lage

der Geraden A als fest angenom- des Strahlblischels B als fest an-
mep ynd der Sirablbiisphel B auf angenommen ugd die Gerade A
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alle Arten mit ihr-perspectivisch apf alle Asten mit jhm parspec-
gelegt wird, welche gegenseitige tivisch gelegt wird, welche ge-
Beziehung haben dann die 8 (oder genseitige Beziehung haben dann
. 16) Puakte, in welche sein Mit- die 8 (oder 16.) Geraden, in
telpgnks Qle? welche gie yu lisgep kommt?

9) Die der vorstehenden Aufgabe (1.) entsprechende
Aufgabe im Strahlbiischel D, wenn n#mlich hier in -ef-
nem ebenen Strahlbiischel B und in einem Ebenenbii-
schel % vier harmopische Elemente gegehen sind (§,
53, 15.).

Aufgaben und Lebrsitze,

3) Wenn in einer Ebene zwei
beliebige Gerade A, A, und in
jeder irgend vier harmonische
Pankie gegeben sind, so bestim-
men die letzstern, paarweise ge-
nommen, 16 Strablen 8, diese
schpeiden sich in 72 Bunkten P,
u. 8, w.; welche Eigenschaft ha-
bep die Strahlen S in Hinsicht
ihrer gegenseitigen Lage, und
welche die Punkte P? wie oft

8) Wem in einer Ebene xwej
beliebige Strahlliischel B, B,
und in jedem irgend vier harmo-
nische Strahlen gegeben sind, sq
schneiden sich die letatern paar-
weise genommen, in 16 Punkten
P, diese bestimmen 72 Strahlen
S, u. s w.; welche Eigenschaft
hahen die Punkte P in Hinsicht
ibrer gegenseitigen Lage, wund
welche die Strahlen S? wie oft

liggen von den letztern 3, und gehen von den letztern 3, und
wie oft 6 in einer Geraden? u. wie oft 6 dureh einen Purki?
8, w, (Giebt es z. B. 8 Kegels . s, w. (Gielt es z, B. 8 Ke-
schnitte, wovon jeder die gege- gelschnitie, wovon jeder darch
benen Geraden A, A, und 4 die Mittelpunkte B, B, und durch
Strahlen S berhrt? Liegen un- 4 Punkte P’ geht?: éehen unter
ter andern von den Punkien P, andern von den Strablen 8,.Smal
8mwal 6 ip einer Geraden, und 6 durch eingn Pynkt, yud liegen
schneiden sich von diesen 4 und von diesen 4 und 4 in einer Ge-
4 in einem Punkt? u, s.-w.). raden? u. 8. w),

"4) Die den vorstehenden (3,) %hnlichen Aufgabén
im Raume, wenp nfmlich in awei festen Geraden A,
A,, oder in zwei festen Ebenenbiischeln %, %, viep
harmnonische Elemente gegehen sind,

§) Die den vorstehenden (3.) dhnlichen Aufgaben,
wenn in einem Kegelschnitt zwei mal vier harmonische
Punkte, oder zwei mal vier harmonische Tangénlen
gegeben sind (§. 43, IL), '
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Aufgaben (§. 21, TV.).

7) Die den vorstehenden (6.) entsprechenden Auf-
.gaben im Strablbiischel D, wenn nimlich drei projec-.
tivische ebene Strabibfischel B, B,, B, und drei

Mm Bbcnenbﬁschel “9 !‘l’ Q[s

sind.

8) Wenn ‘drel uster sich pro-
jectivische Gerade A, A,, A; im
Kaume beliebig liegen, so be-
stimmen je drei entsprechende
Pinkte derselben eine. Ebene;
welche krumme Fliche wird voa
sllen diesen Ebenen bertihet?

9) Wean vier unter sich projec-
tivische Gerade ins Raume belie-
big liegen, wie off befinden sich

gegeben

8) Wena drei aster sich pro-
jectivische Ebenenbischel %, %,,
A, im Raume beheblg liegen, so
schneiden sich je drei entspre-
chende Ebeunen derselben in ei-
nem Punkt: in welcher krommen
Linie liegen alle diese Pankie?

9 Wean vier unler sich pro-
jectivische  Ebenenbiischel im
Rasme beliebig liegen, wie oft
treffen sich daun vier antspre-

dann vier pnisprechende Punlte

derselben in einer Ebege? chende Ebenen derselben in ei-

nem Punkt?

19 Zwen beliebige projectivische Gerade A, A,
in ciner Ebene so zu legen, dafs sie cinen Kreis er-
gzeugen (§. 40, 1)

11) Zwei beliebige projectivische ebene Strahibii-
schel B, B,, oderzwei belichige projectivische Ebenen-
baschel %, ¥, ini Strablbiischel D so zu legen, dafs
sie einen geraden Kegel erzeugen,

12) Zwei belicbige projectivische Gerade A, A,
oder zwei beliebige projectivische Ebenenbiischel 9, 9,
im Raume 80 zu legen, dafs sie entweder a) ein run-
des einfaches Hyperboloid (dessen Strahlen den Strah-
lIen eines geraden Kegels parallel sind (§; 51, 1V.)),
oder b) dafs sie das in (§ 53, II, 1.) beschriebene be-
sondere einfache Hyperboloid erzeugen.

13) Zwei beliebige projectivische ebene Strablbii-
schel B, B, in einer Ebene 80 zu legen, dafs sie ent-
weder a) die dem Kreise am niichsten kommende El-
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lipse, oder b) die am meisten von der giacbmﬁgeu
abweichende Hyperbel erzeugen (§. .40, IL).

14) Einen gegebenen Kegel zweiten Grades, odet
ein gegebenes einfaches Hyperboloid (mitelst einer
Ebene) in einem “Kreise zu schneiden; oder: Wenn
zwei projectivische Ebenenbtischel %, %, in beliebiger
fester Lage gegeben sind, sie mittelst einer Ebene E
so zu schneiden, dafs die dadurch entstehenden ebenen
Strahlbtischel B, B, gleich und gleichliegend sind, und
mithin einen Kreis erzeugen (§. 40, IL); (desgleichen
wepn in einem Strahlbiischel D irgend zwei projecti-
vische ebene Strahlbiischel B, B, gegeben sind),

15) Wenn im Raume vier beliebige feste Ebenen
gegeben sind, von welcher krummen Fliche werden
daun alle Geraden, die von denselben in einem und
demselben gegebenen Doppelverhiltnifs geschnitten wer-
den, beriibrt?

Dieser Aufgabe steht eine andere zur Seite; welche?
Was findet insbesondere stait, wenn das gegebens
Doppelverhaltnifs harmonisch ist? -

16) Dreben sjich zwei beheblge, der Grofse nach,
" anvertinderliche Winkel (ab), (a,b,) (Fig. 56.) in; einer
Ebcne dergestalt um ihre festen Scheitelpunkte B, B,,
die in einem gegebenen Kegelschnitte liegen, dafs der
anhscbqittspunkt a azweigr ibrer Schenkel a, a, die-,
sen Kegelschnitt durchliuft, so beschreibt jeder der
drei tibrigen Punkte B, ¢, b, in denen sich ihre Schen-
kel paarweise schneiden, einen Kegelschnitt, welcher
durch die zwei festen Scheitel B, B, geht, — Hierau
gehort ein Gegensatz; weloher?

. 17) Drehen sich zwei: der Grofse nach gegebene
Flichenwinkel (a8), (¢,8,) um ihre festen Kanten I,
¥, dergestalt, dals die Durchschnittalinie (xe,) zweier
Sciten- Ebenen a, «, stets eine gegebene feste Gerade
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¥, triflt, so beschreibt jede der drei fibrigen Durch-
schnittslinien (85,), (af,), (Ba,), welche die Seiten-
Ehenen paarweise hilden, ein einfaches Hyperboloid,
welehes durch die festen Kanten 9, ¥, geht.— Hierzu
der -Gegensafz; wie heifst er?

18) Wemn die Grapdlinje eines
Direiecks der Grifse und Lage
nach gegeben ist, und wenn ent-

18) Wenn der Winkel ag der
Spitze eines Dreiecks der Grofse
und Lage nach gegeben ist, und
weder a) die Summe, oder b) wenn entweder a) die Samme,
der Unterschied der an dersel- ader bh) der Unterschied der iha
ben liegenden Winkel gegeben einschliefsenden Sejten gegeben
ist, 5o ist der Ort der Spitze des ist, so berijhrt die Grundlinie, in

Dreiecks: a) auf zwei gleiche
Kreise beschrinkt, welche die
Grupdlinie zur gemeinschaftlichen
Schoe haben, oder b) auf zwei
gleiche gleichseitige Hyperbeln,
welche ebenfalls die Grundlinie zar
gemeinschofilichen Sehne haben,

19) Wenn ein Kantenwinkel

allen ibr zokommenden Lagen,
stets eine von vier Parabeln, wel-
che dem gegebenen Winke] (und
_dessen Neben- upd Scheitelwin-
kel) eingeschrieben sind, und wo-
von 2 and 2 (die in dem Schei-
telwinkeln liegen) gleich sind.
19) Wenn ein Flichenwinkel

(ab) cines dreikantigen Korper- (2f) eines dreiflichigen Korper-
winkels (abe) der Grofse und winkels (afy) der Grdfse und
Lage nach gegeben, und wesa Lage nach gegeben, und wemn
entweder a) die Summe, oder entweder a) die Summe, oder
h) der Unterschied der beiden b) der Unterschied der beiden

daran  liegenden Flichenwinkel
gegeben ist, so ist der Ort der
drittenKante ¢ auf vier bestimmte
(u. besondere) Kegelflichen zwei-

daran liegendenKantenwinkel ge-
geben ist, so berfibrt die dritte
Seitenfliche 7, in.allen ihr zu-
kommenden Lagen, stels eine von
vier bestimmten Kegelfl. zweiten

ten Grades beschrinkt, welche
dem gegebenen Kantenwinkel (ab) Gr., welche dem gegebenen Fli-
umschrieben, und wovon xwei chenwinkel eingeschrieben, wnd
und zwei einander gleich sind.  wovon gwei und zwei gleich
sind.
‘ Oder; .

Wenn die Grundlinie eines  VWenn zwei Seiten eines sphi-
sphirischen Dreiecks der Grifse rischen Dreiecks in xwei gege-
und Lage nach’ gegeben, und henen Haupthreisen liegen sollen
wenn eptweder a) die Summe, und wenn entweder a) ibre Sym-
ader b) der Unterschied der me, oder b) ihr Unterschied ge-
daran liegenden zwei Winkel ge- geben ist, so beriihrt die driite
geben ist, o ist der Qrt der Seite, in allep ibr maglicherweise
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Spitze des Dreiecks stf vier be- zukommenden Lagen, siets einen
stimmte sphirische Kegelachnitte von vier bestimmten sphirischen
beschriinkt, welche jene Grund- Kegelschnitten, welche jeneHaupt-
litie znrgememschaﬁhchen Sehne kreise bertithren, und wovon zwei
haben, und wovoi zwei und zwei und zwei eihander gleich sind,
einatider gleich sind.

20) Bewegen sich 2zwei Ebenen @, a;, die sich
um zwei feste Gerade %, %; drehen, dergestalt, dafs
entweder a) die Summe, oder b) der Unterschied der
‘Winkel, welche sie mit einér festen dritten Ebene E,
die jenen beiden Geraden parallel ist, bilden, covstant
bleibt, so beschreibt ibre Durchschnittslinie (za;) ein
cinfaches Hyperboloid, welches durch die fegten Gera-
den U, Y, gebt. — Wie lautet der hierzu gehdrige
Satz?

21) Bewegen sich zwei Ebenen o, a,, die sich um
zwei feste Gerade ¥, U, drehen, dergestalt; dafs sie
stets irgend zwei zugeordneten Durchmessern eines ge-
gebenen festen Kegelschnitts parallel sind, so beschreibt
ibre Durchschnittslinie («a,) ein einfaches Hyperboloid.
(Vergh § 53, I, 2,). Liegen die Geraden %, Y, in
einer Ebene, 8o tritt an die Stelle des Hyperboloids eine
Kegelfliche zweiten Grades.

22) Wemn ein Kantenwrinkel 22) Wenn ein Fl&chenwinkel
eines dreikantigen Karperwmkeh eines dreiflichigen Kdrperwinkels
der Gréfse tnd Lage nach, und der Grofse und Lage nach, tnd
wetn der hm gegeniberliegende wean der ihm gegentiber liegende
Flichenwinkel der Grdfse nach Ksntenwinkel der Grélse nach
gegeben ist, in welcher Kegel- gegeben ist, welche Kegelfliche

fliche befindet sith dann die beriihrt dann die Ebene des letz-
Kante des letztern bei allen ih- tern in allen jhren verschiedenen

ren verschiedegen Lagen? . Logen?

Diese Aufgaben sind Bediirfnifs in der Stereome-.
frie. . Wenn auch .die genannten Kegelflichen vom
vierten Grade sind, 8o sind sie vielleicht von solcher
besonderen Aixt, dafs sie deshalb doch bequem bei ver-
schiedenen Konstructionen angewandt werden knnen.
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Wie lauten die dem vorstehenden emtsprechenden sphi-
rischen Aafgaben? (§. 84. u. §. 48.)

 23) Wenn ein der Grifse nach  23) Wenn ein der Grifse nach
unverinderlicher VWinkel (aa,) wnvertinderlicher Flschenwinkel
sich so um ecinen festen Schei- (aa,) sich dergestalt bewegt,
tel dreht, dafs seine Schenkel a, dafs seine Seitenflichen «, «,
a, stetsirgend zwei feste Gerade stets durch irgend zwei feste Ge-
A, A, im Raome schneiden, wel- rade %, ¥, im Raume gehen,
cha krumme Fliche wird dann welche krumme Flicke wird daon
von der durch die Durchschuitts- von seiner Kante (««,) beschrie-

ponkte gebenden Geraden *be- ben?
schrieben? '

24) Befinden sich zwei projectivische - Gebilde,
eiue Gerade A and ein ebener Strahlbiischel B, in be-
Hebiger schiefer Lage in einer Ebene, uid man zieht
durch jeden Punkt der Geraden einen Strahl, welcher
eitweder a) dem (deni jedesmaligen Punkt) entspreehen-
den Strabl des Strablbischels parallel ist, oder b) wel-
cher zu ihm rechtwinklig ist, so bertihren alle solche
Strahlen eine bestimmte Parabel, welche anch von der
gegebenen Geraden A berithst wird.

25) Befmden sich dieselben Gebilde A, B (24.) in
Weliebiger schieler Lage im Raume und man zieht darch
die Punkte in A Strahlen, welche den enfsprechenden
Strablen in B parallel sind, so liegen dieselben in ei-
nem byperbolischen Paraboloid (§.52.); und fillet man
aas den Punkten in A senkrechte Ebenen auf die ihnen
entsprechenden Strablen in B, so berithren alle diese
Ebenen einen bestimmten parabolischen Cylinder (§.
40, m.). : o

26) Befinden sich zwel projectivische Gebilde, eine
Gerudo A und ein Ebenenbilschel %, in schiefer Lage,
uad man fillet aus den Punkten in A Lothe auf die
ikmen entsprechienden Ebenen in ¥, 56 liegen alle diese
. Lothe in :eimeus . hyperbolischon Parabolosd. < Was

-
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findet stott, wenp man durch die Pankte in A Ebenen
legt, die den entsprechenden Ebenen in %% parallel sibd?

~ 27) Liegen zwei projectivische- ebene Strahlbdischel
B, B, beliebig im Raume -und man legt durch irgend
einen .gegebenen Punkt D Ebenen, wovon jede irgend
zwei entsprechenden Strahlen der Strahlbtischel parallel
isf, so umbiillen sie eine Kegelfliche D zweiten Grades;
oder.legt man darch D solche Gerade, wovon jede
zu irgend zwei entsprechenden Strahlen der Strahlbii-
schel der Ricbtung nach rechtwinklig ist, so liegen sie
in einer Kegelfliche gweiten Grades.

28) Sind im Raume irgend zwei Gera&e A, A; und
irgend .ein Ebenenbtischel % in fester Lage gegeben
und eine andere Gerade a bewegt sich lings jenen
beiden so, dafs sie stets zu irgend einer Ebene des
Ebenenbiischels senkrecht ist, so beschreibt sie ein
gleichaeitiges hyperbolisches Paraboloid (§. 52, IL).

29) Ist irgend ein Kegel zweiten Grades und sind
irgend zwei Gerade A, A,, die auf zwei beliebigen Be-
rilhrungsebenen desselben senkrecht stehen, gegeben
und eine dritie Gerade a bewegt sich so, dafs sie stets
jene zwei Geraden echneidet und bestindig zu irgend
einer. Beriihrungsebene des Kegels rechtwinklig ist 80
beschteibt sie. ein einfaches.Hyperboloid.

30) Alle Ebenen, welche durch irgend: einen festen
Punkt D gehen nnd ein gegebenes einfaches Hypeibo-
loid in gleichseitigen Hyperbeln ' schmeiden, bertihren
cinen Kegel D. aweiten Gradeo-*).' - Eeim hyp'eéb"oﬁ-

*) Alle Ebenen, welche durch nr&ond men pgehm Baskt.
D gehen und irgend eine gegebene Fliche zweiten Grades in-Pa-
rabelt schneiden, umhtlien einen Kegel 2ten Grades, welcher dem’

WK@IWMhSH&ndmi?lhnpmﬂdm
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schen Paraboloid ist dieser Saiz immer mdglich (§. 52,
und §. 53, 4, links.). i

81) Alle Ebenen die durch irgend einen gegebenen
Pankt gehent und irgend eine gegebiene Fliche zweiten
Grades in Zhnlichen Curven schneiden, umhiillen was
fiir eine Kegelfiiche?

32) ,Beim einfacheti Hyperbolofd liegen alle Nor-
malen lings irgend eines Strabls desselben in einem
gleichseitigen byperbolischen Paraboloid” — Dieser
bekannte Satz kst sich leickt darch projectivische Ei-
genschaften beweisen (§ 52. u. 53.).

33) Bei jeder Fliche zweiten Grades sind die Nor-
malen lings irgend eines ebenen Schnittes derselben
"jedesmal den Strahlen irgend eines Kegels zweitea Gra-
des parallel. .

34) Wie viele Normalen siid; im Allgemelnen,
von einem beliebigen Punkte aus, auf irgend eine ge-
gebene Fliche zweiten Gtrades méglich, und welche
Beziechung haben sie unter sich?

35) Im Aligemeinen steht auf jedem Durchmesser
einer Fliche zweiten Gradee ein bestimmter, ihm zu-
geordneter, anderer Durchmesser senkrecht: Alle Durch-
messer, welche zu solchen andern; die in irgend eiper
Durchmesser-Ebene E. (d. i. eine Ebene, die durch den
Mittelpunkt der Fliche geht) liegen, zugeordnet und
rechtwinklig sind, befinden sich in -einer Kegelfliche
aweiten Grades, welche durch den jener Ebene E zu-
geordneten und .durch den auf ihr senkrecht stebenden
Durchmesser der Fliche gebt.

36) Alle Durchmesser-Ebenen einer Fliche zwei-
" ten Grades, die zu solchen Durchmessern zugeordnet
sind, welche in irgend einer Kegelfliche zweiten Gra-
des liegen, beriibren eine andete Kegelfltiche desselben
Grades; und auch amgekebrt.

. . 37 In
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37) In jeder Durchmesser-Ebene einex Fliche zwei-
ten Grades liegen, im "Allgemeinen, zwei zugeordnete
zu einander rechtwinklige Durchmesser; welches ist der
" Ort der letztern bei einem Durchmesser-Ebenenbii-
schel % (d. b. bei einer Schaar Ebenen, die durch_ei-
nen Durchmesser A der Fliche gehen)?

..

38) Wenn im Raume irgend zwei Gerade A, A,
und irgend eine ebene Curve nten Grades C gegeben
- sind, und es bewegt sich eine dritte Gerade a so, dafs

sie stets jene drei festen Elemente A, A,, C schnei-
det, so beschreibt sie ecine Fliche vom 2nten Grade,
welche jedoch von unzibligen Ebenen &, 8, y, ..... in
Curven vom nten Gerade geschnitten werden kann,
und zwar bilden alle solche Ebenen einen bestimmten
Ebenenbiischel 9. — Es giebt einen andern Satz, wel-
cher diesem zur Seite steht; wie lautet er?

39) Denkt man sich um ein gegebenes Dreieck
rv; eine Schaar (d. i. alle mogliche) &hnliche Kegel-
schnitte, von irgend einer bestimmten Gattung, be-
schrieben, so werden diesclben allemal von irgend ei-
ner bestimmten Curve vierten Grades C umhillt (be-
_rtibrt), welche die drei Eckpunkte des Dreiecks §,v, 3
zu singuliren Punkten hat. Derjenige Punkt, in wel-
chem jeder Kegelschnitt von der Curve C beriihrt
wird, und derjenige Punkt, in welchem er den dem
Dreieck rp3 umschriebenen Kreis K zum viertenmal
schneidet (aufser. den Punkten x, v, 3), sind allemal
Endpunkte eines und desselben Durchmessers des Ke-

gelschnitts. Der Kreis K wird in jedem Punkt von

awei der genannten Kegelschnitte geschnitten, und die

zwei Punkte, in welchen diese von der Curve C be-

rithrt werden, liegen allemal in einer gleichseitigen

Hyperbel, dic dem Dreieck ¢y3 umschrieben ist; u.s. w.
) 20
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In Hinsicbt det Curve C findea foigende wesentliche
‘Grentfille statt: a) Gehen die Schaar Kegelschnitte in
Kreise tiber, so fallen sic alle in einen einzigen zu-
sammen, in welchen ebenfalls die Curve C ftibergeht,
und welcher der dem Dreieck umschriebene Kreis
K ist; b) verwandeln sich die Kegelschnitte in Para-
beln, so geht die Curve C in eine unendlich ent-
fernte Gerade fiber; und c) sind die Kegelschnitte
gleichseitige Hyperbeln, soreduzirt sich die Curve
C auf einen Punkt, nimlich auf denjenigen, in wel-
¢hem sich die drei Hohen des Dreiecks schneiden, d. h.,
ndurch diesen Punkt geht jede der genannten Hy-
perbeln.”

‘Welches ist der Ort der Mittelpunkte, und wel-
ches ist der Ort der Brennpunkte der vorgenannten
Schaar Kegelschnitte?

40) Legt man an je zwei von drei Kreisen «, f, y
(Fig. 567.), welche irgend einem Dreiseit xyz einge-
schrieben sind, eine (vierte) gemeinschaftliche Tangente
A, A,, A,, so bilden diese ein Dreiseit AA,A,, in
welches sich unziblige Dreiecke aq,a, so beschreiben
lassen, dafs ihre Seiten jene Kreise berithren; n#mlich
legt man aus einem belicbigen Punkt a, in A, eine
Tangente aq, an den Kreis y, aus dem dadurch- be-
stimmten Punkte @,, in A,, ferner eine Tangente a, 0,
‘an den Kreis a, so beriibrt allemal die Gerade aa,
den Kreis §.-— Man erhiilt einen &bnlichen Satz, wenn
man noch den vierten Kreis J, welchér dem gegebenen
Dreiseit xyz eingeschrichen werden kann, zu Hiilfe
pimmt. Beide Sitze sind jedoch nur besondere Fille
des folgenden allgemeinen Satzes (rechts).

41) Werden ecinem gegebenen 41) Werden cinem gegebenen
Dreieck pp; beliebige n Kegel- Dreiseit xyz beliebige n Kegel-
schnitte umschrieben, und man schnitte emgesclmeben und man

beracksichtigt die n Punkte B, legt an je swei, nach der Reihe
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B,, By, -c00v o in welchen je unmittelbar aufeinander folgende
awei, nach der Reihe unmittel- Kegelschnitte, eine (vidrie) ge-
telbar aufeinander folgende, Ke- meinschafdiche Tangente A, Ay
gelschnitte sich schneiden, so las- A,, ..... , 80" lassen sich unzih.
sen-sich unekhlige n Ecke so be- lige n Ecke so beschreiben, difs
schreiben, dafs ihre Seiten, na¢h ibre Ecken, nach der Reihe, :in
der Reihe, durch jene Punkte ge- jenen Tangenten liegen, und dafs
hen, und dafs ihre Ecken, nach ihre Seiten, nach der Ordnung,
der Ordnung, in jenen Kegel- jene Kegelschnitte berithren. -
schnitien liegen.

“Wofern man eine oder zwei Gerade als Kegel-
schnitt betrachtet, so sind in diesen S&tzen, unfer an-
dern, auch die obigen Sitze (§. 23, If u. IIL) wnd
(§. 42, L) als besondere Fille enthalten. Aufserdem
entstehen auch merkwiirdige besondere Fille, wenn an-
genommen wird, von den gegebenen Elementen y, v, 3
und x, y, z sollen einige imagin4r oder unendlich
entfernt sein.

42) Wenn in einer Lhene ein beheblges n Sext
und alle Ecken dines n Ecks, bis auf zwei, gegeben
sind, so0.sollen diese zwei unter der Bedingung gefun:
den werden, dafs sodann unendlich viele n Ecke mig-
lich sind, welche zugleich jenem n Seit eingeschricben
und jenem n Eck umschrieben ‘sind.. (Der Ort der
zwei gesuch@n Eckpunkte ist auf zwei beshmmte Ger
rade beschrilfikt,, ‘welche durch dieselben pmyectmsch
getheilt werden, so dafs also die sie verbindende Seite,
in allén' ihren moglich verschiedenen Lagen, stets ei-
nen bestinmten Kegelschnitt beriibrt). — Wie  heifst
die dieser Aufgabé entgegenstehende Aufgabe? Beide
Aufgaben finden auch statt, wenn das gegebene n Seit
und n Eck npicht in einer Ebene, sondern im Raume
(§. 55.) sich befinden, wozu -inshesondere die nacher-
wihnte Aufgabe gehort. ,
" 43) Hierher die Aufgabe und der Satz in (§.58. Note)

44) 'Wemn in der Ebene ein.beliebiges n Eck ge~

20*
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geben ist, ein anderes zu beschreiben, welches jenem
" zugleich um- und eingeschrieben ist. — Moebius
hat gezeigt, dafs diese Aufgabe beim Dreieck und Vier-
eck noch nicht miglich ist (Journ. f. Mathem.,). Die
in (§ 25.) gegebene Auflosung mufs- dies bestitigen,
wenn man die beiden Vierecke gleich werden und auf-
einander fallen lifst; man wird dann finden, dafs bei
den aufeinander liegenden projectivischen Geraden A, A,
keine entsprechende Punkie vereinigt sind. Eben so
mufs man finden konnen, ob die vorgelegte Aufgabe
foar das Finfeck u. s. w. moglich ist.

45) Wenn im Raume irgend ein n Flach (§. 55.)
und irgend ein n Eck gegeben:

Ein n Eck (im Raome) zu be- Ein n Flach (im Reume) m
schreiben, welches dem n Flach beschreiben, welches jenem n
eingeschrieben und jenem n Eck Flach eingeschrieberi und dem
umschrieben ist. 0 Eck umschrieben ist,

Oder: :

Wenn im Raume n belisbige Ebenen und n-be-
liebige Punkte gegeben sind, ein n Eck (im Raume,
§- 55.) 80 zu beschreiben, dafs seine Ecken, nach der
Reihe, in jenen Ebenen liegen, und seine Seiten, nach
. der Reihe, durch jene Punkte gehen. — Diese Aufgabe

lafst im Allgemeinen 1%.22.3...... n? kgAuﬂbsnngen :

zu (vergl. §. 25. Note.). . Giebt es in der That Fille,
wo alle diese Auflosungen zugleich moglich sind, oder
verhdlt es sich damit so, dafs, wihrend ein Theil der-
selben moglich ist, die andern nicht statt finden kon-
nen? Dasselbe kann bei (§. 25.) und (§. 56, 4.) ge-
fragt werden. )

46) Zweimal drei zugeordnete  46) Zweimal drei rugeordnete
harmonische Pole in Bezug auf Harmonische in Bezug auf einen
einen gegebenen Kegelschnitt (§. gegelienen Kegelschnitt (§. 44.),

44.), liegen allemal in irgend ei- beriihren allemal irgend einen an-
uem andern Kegelschnitt, dern, Kegelschnitt,
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' 47) Hilien irgend dref Kegel-
schoitte K, K,, K, in einer
Ebene zwei gemeinschaftliche
(reelle oder imaginire) Pankte
t; 8, so ist der Ort desjenigen
Punkis P, dessen drei Harmoni-
sche in Bexug auf dieselben (§.
44.) sich in irgend einem Punkt
P, schneiden, so wie der Ort
dieses letztern Pankts, ein und
derselbe bestimmte vierte Kegel-
schnitt K,, welcher mit jenen
« dreien die nimlichen zwei Punkte
gemein hat; und ferner: die Ge-
rade PP, geht stets durch einen
bestimmten festen Pankt Q, wel-
_ cher der harmonische Pol der
Geraden t4 in Bezug auf den
vierten Kegelschnitt K, ist, und
in welchem sich die drei Sekan-
ten, welche die drei gegebenen
Kegelschnitte, paarweise genom-
men, gemein haben (aufser der
Sekante £8), schueiden; u.s, w.;

48) Wenn in einer Ebene drei
beliebige Kegelschnitte gegeben
sind, welches ist dann der Ort
desjenigen Punkts P, dessen drei
Harmonische in Bezug auf die
Kegelschnitte, sich in irgend ei-
nem andern Punkie P, schnei-
den? und welche Curve wird
von dcr Geraden PP, beriihrt?
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" 47) Hoben irgend drei Kegel-
schnitte R, £,, & in einer
Ebene zwei gemeinschafiliche
(reelle oder imaginire) Tangen-
tenr, s, 80 berithrt jede Gerade
®, deren drei harmonische Pole
in Bezug auf dieselben (§. 44.)
in irgend einer andern Geraden
@, liegen, s0o wie auch diese
letatere Gerade, stets einen und
denselben  bestimmten vierten
Kegelschnjtt £, , welcher mit je-
nen dreien die nimlichen zwei
Tangenten gemein hat; und fer
ner: der Punkt (8@,) liegt
stets auf einer Destimmten festen
Geraden £, welche die Harmo-
nische des Durchschnittspunkts
(rs) in Bezug auf den viertenKe-
gelschnitt £, ist, und in welcher
die drei Darchschnittspunkte der
drei Paar Tangenten, welche' die
drei gegebenen Kegelschniite,
paarweise genommen, gemein ha-
ben, liegen; u. s. w. '

48) Wenn in einer Ebene drei
beliebige Kegelschnitte gegeben
sind, welche Curve wird dann
von derjenigen Geraden @, de-
ren drei harmonisché Pole in Be-
zug auf die Kegelschnitte, in ir-
gend einer andern Geraden &,
liegen, berithrt? und wrelches ist
der Ort des Durehschnittspunkts
Ge)r

49) Wie steht es mit den vorstehenden Sitzen (47.)

und Aufgaben (48.) in den

besondern Fillen, wo statt

jedes gegebenen Kegelschnitts zwei Gerade (links) oder
zwei Punkte (rechls) angenommen werden?

50) Haben irgend vier gegebene

50) Haben irgend vier gegebene

Flichen »weiten Grades einen Flichen zweiten Grades einen ge-
(reellen oder imaginiren) Kegel- meinschafilichen Berithrungskegel -
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schnitt K gemein, so ist der Ort &, so berlihrt jede sqlche Ebene
desjenigen Punkis P, dessen vier &, deren vier harmonische Pole,
" harmonische Ebenen in Bezug auf in Besug auf jene Flichen, in ir-
dieselben sich in irgend einem gend einer andern Ebene €, lie-
sndern Punkt P, schneiden, so gen, so wie auch diese letstere
wie der Ort des letztern Punkts, Ebene, stets eine und dieselbe
eine und dieselbe bestimmte bestimmte fiinfie Fliche desselben
finfte Fliche desselben Grades, Grades, welche mit jenen vieren
welche mit jenen vieren dennim- dem ‘pimlichen Beriibwrungskegel
lichen Kegelschnitt K gemein hat; § gemein hat; und ferner: die
und ferner: die Gerade PP, geht Gerade (E€,) liegt stetsin einer
stets durch einen bestimmten fe- bestimmten festen Ebene £, wel-

Achang.

sten Punkt Q, welcher der har-
monische Pol der Ebene K in
Bezug auf die fimRe Fliche ist,
und durch welchen die Ebenen
der fechs Kegelschnitte, welche
die vier gegebenen Flichen, paar-
weise genommen, gemein habes,
gehen; u. 8. w.

61) Wenn vier beliebige Fla-
chen zweiten Grades gegeben
sind, welches ist daan der Ort
desjenigen Punkts P, dessen vier
harmonische Ebenen in Bezug auf
dieselben, sich in irgend einem
andern Punkt P, schneiden? und
welches ist der Ort der Geraden
PP,? %

62) Haben irgend zwei Kegel-
schoitte vier gemeinschaftliche
Punkte, und gehen von den acht
Tangenten, von welchen sie in
denselben bertihrt werden, drei
durch irgend einen Pankt, so geht
allemal noch eine vierte Tangente
furch denselben Punkt, und so

che ‘die harmonische Ebene des
Pankis & in Berug auf die finfte
Fliche ist, und in welcher ‘die
Mittelpunkte der sechs Berith-
rungskegel, welche die vier ge-
gebenen Flichen, paarweise ge-
nommen, gemein haben, liegen;
u. 8 w.

51) Wenn vier beliebige Fli-
chen zweiten Grades gegeben
sind, welche kramme Fliche wird
denn von derjenigen Ebene. & be~
rithrt, deren vier harm, Pole in
Bezug auf dieselben in irgend ei-
ner andern Ebene €, liegen? und
welches ist der Ort der Durch-
schnittslinie (EE,)?*)

52) Haben irgend zwei Kegel-
schuitte vier' gemeinschaftliche
Tangenten, und liegen von den
acht Punkten, in welchen sie von
denselben bertihrt werden, drei
in irgend einer Geraden, so liegt
allemal noch ein vierter Punkt in
derselben Geraden, und -so lie-

;)'Welche Eigenthiimlichkeiten finden bei diesen Aufgaben,

8o wie bei den Satzen (50.), statt, wenn fiir jede angegebene Fliche
imsbesondere eine Kegelfliche zweiten Grades oder swei- Ebenen
angenommen -werden?
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gehen alsdenn auch die vier tibri- gen alsdann anch die vler tibrigen
gen Tangenten durch irgend einen gﬂ
und denselbén Punkt, selben Geraden,

Solche Beziebung, wie hier die zwei Kegelscﬁnit(e,
}ut bei den obigen Sitzen (47.) der vierte Kegelschmtt
zu jedem der drei gegebenen.’

- 58) Haben irgend gweiFlichen  53) Haben irgend swei Flﬁcben
sweiten Grades zwei gemein- zweiten Grades zwei gemein-
schafiliche Kegelschnitte, und ha- schaftliche Berfihrungskegel, und
ben von den vier Kegellichen, liegen von den vier Kegelschnit-
von welchensie in denselben be- ten, in welchen sie von densel-
ribrt werden, zwei einen und ben beriihrt werden, zwei in &
dénselben Mittelpunkt, so haben ner und demelbenEbene, so lie-
alsdann auch die zwei iibrigen gen aledann auch die zwei iibri-
Kegelﬁ&chen irgend einen Punkt gen Kegelschnitte in irgend einer
sum gemeins. Mittelpunkt, und derselben Ebene. - -

~ Solche Beziehung, wie hier die zwei Flichen zwei-
ten Grades, hat bei den obigen Sitzen (50.) die fiinfte

unkte in irgend einer \md er-

Fliche zu jeder der vier gegebenen.

84) ,,Irgend 6 Punkte eines be-
liebigen Kegelschnitts bestimmen
60 eingeschriebene einfache Sechs-
ecke (§. 19.); in jedem der letz-

54) ,,Irgend 6Tangenten emea
beliebigen Kegelschnitts bestim-
men 60 umschriebene einfache

Sechsseite (§-19.); in jedem der

teren liegen die drei Punkte, in letzteren gehen die drei Diagona.

welchen die gegentiber liegenden
Seiten sich schneiden, in einer
Geraden G (§. 42, 1.), 8o dals
-0l80.60 solcher Geraden G statt
finden; von diesen60 Geraden ge-
-hendrei und drei durch irgend einen
* .Pankt P, so dafs 20 solcher Punkte
P entstehen; und von diesen 20
Ponkten liegen 15 mal 4 in einer
Geraden g, so dafs jeder in drei
solchen Geraden liegt,” (Welche
Besichung haben diese 15 Gera-
den g weiter zn einander?)

len, welche die gegeniiber ste-
henden Ecken verbinden, durch
einen Punkt 9P (§. 42, 1.), =0

dafs also €0 solcher Punkie §

statt finden; von diesen 60 Punk-
ten liegen drei wnd drei in ir-
gend einer Geraden @&, so dafs
20 solcher Geraden & entstehen;
und von diesen 20 Geraden ge-
hen 15 mal 4 durch einen Pankt
9, 8o dafs jede durch drei solche
Punkte geht.” (Welche Bezie-
hung baben diese 15 Punkie p
weiter zu einander?)

'

»Sind, bei einem und demselben Kegelschnitt, die
‘gegebenen sechs Punkte (links) zugleich die Beriih-
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rungspunkte’ der gegebenen sedns Tangenten (rechts),
s0 sind:
die 60 Geraden G die Harmonischen der 60 Punkte

P 6 44),
die 20 Punkte P die harmonischen Pole der 20

Geraden &,
die 15 Geraden g die Harmonischen der 15 Pankte p
in Bezug auf den Kegelschnitt”*).

55) Wenn bei dem vorherge- 55) Wean bei dem vorb
henden Satze (54.) die 6 Punkte henden Satze (54.) die 6 Tan-
insbesondere so angenommen wer- geatea insbesondere so angenom.
den, dals sie, poarweise, in drei men werden, dafs sie sich, paar-
Geraden liegen, welche durch ir- weise, in drei Pmkten schneiden,
gend einen und denselben Punkt welche in irgend einer und der-

en: welche besondere Lage selben Geradea liegen: welche
ben alsdann die 60 Geraden besondere Lage haben alsdanm
G, die 20 Punkte P, und die 15 die 60 Punkte 9, die 20 Gera-
Geraden g? den @, und die 15 Pankte p?
56) Besteht, in Betracht der Sitze (54.), der ge-
gebene Kegelschnitt links aus zwei Geraden und rechts
aus zwei Punkten, so hat man ferner insbesondere fol-
gende Sitze (§. 23, IIL):

wWebn in jeder von zwei Ge- ,Wenn in jedem von zwei
raden-A, A,, die in einer Ebene ‘Strahlbiischelm B, B,, die in
liegen, drei belicbige Punkte an- einer Ebene liegen, drei belie-
genommen werden, so lassen steh bige Strahlen angenommen wer-
durch diese, paarweise, 9 Ge- den, so schneiden sich diese,
rade G legen, welche sich, paar- paarweise, in 9 Punktea §, durch
weise, in 18 Punkten P schnei- welche sich, paarweise, 18 Ge-
den, wovon 6 mal 3 in einer rade @ legen lassen, wovon 6
Geraden g liegen, und von die- mal 8 durch eimen Poukt p go-
sen 6 Geraden g gehen 8 und 3 hen, und von diesen 6 Punkiea »
durch einen Punkt.” liegen 3und 3in einer Geraden.™

*) Bel der ersten Bekanntmachung dieser Sitze .(Awnales de
MatAematigues, tom, XVIIL) hatte sich, in Betreff der Geraden g
vnd der Punkte p, eine Unrichtigkeit eingeschlichen, — Hilfsmittel,
durch welche die Sutze sich beweisen lassen, sind im gegenwiirti-
gen Theile enthalten (§. 42. u. §. 46.).— Die Sitze (56.) hgbe ich
ebendaselbst zuerst bekannt gemacht.
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. B57) Wenn in Ansehung der ebigen Sitse (54.):

Von den angenommenen sechs Von den angenommenen sechs
Punkten finf fest bleiben, wih- Tasgenten finffest bleiben, wih-
- vend der sechste den Kegelschnitt rend die sechste sich um dea
durchliaft: wie bewegen sich dann Kcgelschnitt herumbewegt: wie
dic 60 Geraden G, wie die 20 bewegen sich dann die 60 Puakie
Poukie ‘P, und wie die 15 Ge- ﬂ), wie dje 20 Geraden @, und
raden g? . wie die 15 Punkte »?

58) Die Sitze (54.) beziebn sich auf sechs gleuch~
artige Elemente eines Kegelschnitts: welche exgenlhﬂm-
lichen Sitze finden bei sechs ungleichnamigen Elemen-
ten statt, d. b., wenn 5, 4, 3, 2, 1 Punkte und re-
spective 1, 2, 3 4, b Tangenten eines Kegelscbmtts
gegeben sind?

59) Denkt man sich im. Raume nrgend zwei recht-
winklige Coordinatensysteme um einen und denselben
Anfangspunkt, so findet folgendes statt:

-

Die 6 Coordinatenaxen’ Die 6 Coordinatenebenen
liegeh allemal in irgend ei- berjihren allemal irgend ei-
ner Kegelfliche sweiten neKegelfliche zweitenGra-

© Grades. des.

Dieser Satz ist ein besonderer Fall eines umfas-
sendern Satzes. Auch kann er, auf entsprechende
Weise, wie der obige (54.), weiter ausgedehnt wer-
den (§. 33. u. §. 48.). :

60) Wenn irgend 9 Punkte einer Fliche zweiten
Grades gegeben sind, beliebige andere Punkte dersel-
ben (durch Konstruction) zu finden; . oder: ,,Welche -
Relation findet zwischen irgend 10 Punkten einer Fliche
gweiten Grades statt?”

Die zweite Frage ist bereits zweimal von der Briis-
seler Akademie als Preisaufgabe gegeben worden, aber
beidemal, so vicl ich weifs, ohne Erfolg.

61) Wenn von der Durchschniltscurve zweier Fli-
chen zweiten Grades irgend acht Punkte gegeben sind,
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belicbige- andere Punkte derselben {durch Komstruction)
st finden.

'62) Durch acht beliebige gegebene Punkte im Raume
eine Kegelfliche zweiten Grades zu legen. — Lifst im
Aligemeinen vier Aunflosungen zu.

63) Welches ist der Ort der Mittelpunkte (Schei-
tel) aller Kegelflichen zweiten Grades, welche durch
irgend 6, oder 7, gegebenePunkte im Raume gehen?

) 64) Wenn acht beliebige Gerade im Raume gege-
ben sind, eine Kegelfliche zweiten Grades zu finden,
welche dieselben bertibrt. .

65) Welches ist der Ort der Mittelpunkte (Schei-

tel) aller Kegelflichen zweiten Grades, welche irgend
6, oder 7, gegebene Gerade im Raume berithren?
" 66) Welches ist der Ort aller Ebenen, welche ir-
gend 6, oder 7, gegebene Gerade im Raume so schnei:
den, dafs das durch die Durchschnittspunkte bestimmte
Sechseck oder Siebeneck irgend einem Kegelschnitt um-
schrieben ist?

67) Der Ort der Mittelpunkte aller Kegelfiichen
zweiten Grades, welche irgend einem gegebenen Sechs-
eck im Raume (§.55.) eingeschrieben sind (d. h. dessen
Seiten beriihren), ist ein einfaches Hyperboloid.

Dieser Satz und die vorhergehenden Aufgaben
'(60. bis 66.) haben ihre zugeordneten; wie lauten sie?

68) Welches ist der Ort des Mittelpunkts der ge-
raden Kegelfiiche, a) welche durch irgend 4, oder 5,
gegebene Punkte im Raume geht, oder b) welche ir-
gend 4, oder 5, gegebene Geérade im Raume berithrt?

69) Welches ist der Ort der Ebene des Kreises,
a) welcher irgend 4, oder 5, gegebene Ebenen bertibrt,
oder b) welcher irgend 4, oder 5, gegebene Gerade im
Raume schneidet?
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, 70) 'Welche. Eigenschaften ha¢- eine. Schiar ibnli-
chex. Sphitroide, welche .durch irgend 4, oder: 5, gege:
bene Punkte im Raume gehen; z. B. von welcher kram-
mén Fliche  werden sie umbiillt (vergl. 39.), welches
ist der Ort ibrer Mittelpunkte, oder ihrer Brenn-
phnkﬁe? u. 5. W. .

71) Welches ist der Ort der Mnttelpnnkte aller )
.einfachen- Hyperboloide, welche durch die Seiten eines
gegebencn Vierseits im Raume (§. 55.) gehen? -

. 72) ,Eine Kugel zu finden, welche irgend vier gc-
5ebene Gerade im Raume beriihrt.” :

73) Eine Fliche zweiten Grades zu finden, wekhe
drgerd 9 :gegebene Gerade im Raume -beriibrt, (er
viele Aufldsungen sind moglich?) . s

74) Die Axen (d. i, die drei zu einander recht-
winkligen conjugirten Durchmesser) eines gegebenen
schiefen Kegels. zweiten Grades zu finden.

*,’*

75) Werden zwei beliebige Ebenen E, E, mittelat
.irgend eines Strahlbiischels D aufeinander projicirt, so
«dafs- jedem Punkt der einen ein bestimmter Punkt in
.der andern entspricht, und werden sofort die Ebénen
in beliehige andere- (schiefe) Lage gebracht, so entsteht
die Frage, welchem Gesetz sodann die. Projections-
strablen, d. h,, die Geraden, welché die entsprechenden
.Punkte verbinden, unterworfen seien, oder welclie
krumme Fliche von ibnen beriihrt werde? — Diese
Aufgabe, nebst der ibr zugeordneten, werden durch die
Betrachtungen des zweiten Abschnitts geldst werden. '

76) Wenn man Polyéder nur in Hinsicht der Art
oder Gattung ibrer Grenzflichen von einander unter-
scheidet, d. b., je nachdem diese Drenecke, Vxerecke,
Fimfecke, u. 8. w. sind, so giebt es bekanntlich nur
einen vierflichigen, zwei fﬁn[ﬂachnge, und sxeben
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secheflichige Kirper¥). ,,Wie viel verschiedene 7, 8,

9, «esee D flichige Korper sind in dieser Hinsicht mig-
- ?ﬁ **)

77) Wenn irgend ein convexes Polyéder ge&eben
ist, lafst sich dann immer (oder in welchen Fillen nur),
irgend ein anderes, welches mit ihm in Hinsicht der
Art und der Zusammenselzung.der Grenzflichen {iber-
einstimmt (oder von gleicher Gattung ist), in oder um
eine Kugelfiiche, oder in oder um irgend eine andere
Fliche zweiten Grades beschreiben (d. b. dals secine
Ecken alle in dieser Fliche liegen, oder seine Grenz-
fiichen alle diese Fliche berithren)?

78) ,Fillet man aus den Ecken eines bolicbigen
viereckigen Korpers (dreiseit. Pyramide) Lothe -auf die
gegenliber liegenden Grenzflichen, so liegen alle vier
Lothe, im Aligemeinen, in cinem einfachen Hyperboloid,
und zwar gehren sie zu eiver und derselben Schaar
Strablen desselben, so dafs es also unziblige Gerade
giebt, wovon jede alle vier Lothe schneidet (§. 51.).
‘Wenn inshesondere zwei der vier Lothe sich schneiden,
80 schneiden -sich auch die zwei tibrigen; und: wenn
insbesondere drei Liothe sich schneiden, so schneiden
sich nothwendigerweise alle vier in' einem und dem-
selben Punkt.”

* In den besondern Fillen gebt offenbar das Hyper-
boloid in einen Gremzfall (in zwei Ebenen, und in
einen Kegel) tiber. Bei der ersten Bekannimachung
dieses Satzes (Journal f. Mathem. Bd. IL. S. 97.)
babe ich die besondem Fille unrichlig angegeben. '

*) Siche System der Geometrie von Schweins.

**) Diese Aufgabe habe ich schon an einem andem‘ Orle (An-
nales de Mathem. tow, X1X. p. 86.) gegeben. aher es ist noch keine

LAeung erfolgt.
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Es findet ein dem vorstehenden zugeor&neter Satz
statts wie heilst er?

79) ,Haben irgend zwei v:erﬂﬁclnge Korper (drei-
seitige Pyramiden) solche Lage, dafs die vier. Lothe,
welche aus den Ecken des einen in bestimmter Ord-
nung auf die Grenzflichen des andern gefsllet werden,
in irgend einem Punkt zusammentreflen, so gehen alle-
mal auch diejenigen vier Lothe, welche man in ent-
sprechender Ordnung, aus den Ecken des zweiten auf
die Grenzflicken des ersten fillet, durch irgend einen
und denselben Pankt.” Oder:

a) ,Fillet man aus einem beliebigen Punkt E anf -
die Grenzflichen ABC, ABD, ACD, BCD irgend
eines gegebenen Tetraéders ABCD. Lothe Ed, E¢,
Eb, Ea, nimmt in diesen Lothen vier beliebige Punkte
d, ¢, b, a, als Ecken cines zweiten Tetra&ders dcba
an, und fillet auf dessen Grenzflichen dcb, dca, dba,
cba aus den Ecken A, B, C, D des erstern Lothe
Ke, Be, Ce, De, so treffen diese einander allemal in
irgend einem Punkte e.” Und ferner:

b) ,Nimmt man in den vier ersteren Lolhen %hn-
licherweise vier andere Punkte d,, ¢, b,, a,, als Ecken
eines dritten Tetratders an, so wird diesem in gleicher
Beziehung ein Punkt e, entsprechen; und alsdann lie-
gen die vier Durchschnittslinien «, 8, y, & der vier
einander entsprechenden Grenzflichenpaare des zweiten
und dritten Tetraéders (d. i. die Durchschnittslinien der
Ebenenpaare dcb und d,¢,b,, dca und dic,a;, dba
und d,b;a,, cba und ¢;b,a,), allemal in irgend einer-
Ebene (afyd); und

c) diese Ebene (afyJ) stebt allemal auf derjeni-
gen Geraden ee;, welche durch jene zwei genann(en.
Punkte e, e; geht, senkrecht.”

Diesen Satz, nebst den zwei analogen Sltzen in
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der Ebene und auf .der Kugelﬂaehe, bei welchen nim-
lich, statt wie hier Tetraéder, shnlicherweise Dreieeke
in Betracht kommen*), babe ich schon an einem andern
Orte zu beweisen vorgelegt (Journal f. Mathem. Bd.
IL S.287.). Alledrei S4tze sind iibrigens besondere Fille
ven etwas allgemeineren Stitzen, wie man zu seiner Zeit se-
bhen wird.- Auch haben alle drei Sitze ibre zugeordneten
Sitze; wie lauten diese? .

80) @) ,8ind in einer Ebene irgend zwei, einander
nieht - schneidende, Kreise M;, M, gegebenen, wovon
man sich den einen zunichst innerbalb - des andern lie-
gend denken mag, und man beschreibt, in dem zwischen
beiden Kreisen liegenden Raume, eine Reihe Kreise
m,, m,, M, M,,..... 80, dafs jeder jene zwei und den
ihm unmittelbar vorangehenden beriihrt, so findet einer
von folgenden zwei Fillen statt: entweder a) die Reihe
verlingert sich ins Unendliche und ist incommensurabel,
oder b) sie kebrt in sich selbst zurlick und ist com-
mensurabel, d. b. nachdem sie in jenem Zwischepraom
nrgend eine Anzahl u Umlsufe zuriickgelegt: hat, ‘gelangt
man zu einem nten Kreise m,, welcher den ersten m,
beriibrt, diesen also zu seinem Nachfolgenden hat, se
dafs hier die Reibe sich schliefst.” - ’

- & »Von diesen zwei Fillen findet immer der niwm-
liche, und zwar auf einerlei Weise, statt, man mag
den. ersten Kreis m, annehmen, wo man will, se.dafe
also das Vorhandensein des einen oder andern Falles
lediglich von der Grdfse wnd Lage der zwei - festen
Kreise M,, M, abhingt.” - Y

) »,Bezeichnet man dne Radien der Krmse M,, M.,
dareh R,, R, und den Abstand ibrer Mittelpunkte: von
emander durch A, so hat man fuf den Full, wd die

[

: %) Auch findet tin anlloger Sam il Sh\hlbﬁsahel s,

-
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genanmte Kreisreihe auf die angegebene Art commesn-
surabel ist, folgende einfache Bedingungsgleichung:- :\
' (RFR) FAR R, Tangd L A0,
woraus jede der finf Grofsen Ry, Ry, A, u, n gefunden
wird, wenn die vier iibrigen gegeben sind. Liegen die
Kreise M,, M, ineinander, so bat man die obern, und lie-
gen sie ausgereinander, die unternVorzeichen zn nehmen(”
81) ,,Bei Kreisen auf der Kugelfliche (so wie anch
bei geraden Kegeln im Strahlbiischel) finden analoge Um-
stinde statt, wie im vorstehenden Satze bei Kreisen in
der Ebene, und zwar hat man die Bedmgungsglelchung

Cos.(B,+B,)i2Sm.R, Sin.R, Tang*~ S w=Cos. 4"

82) ,Es seien M,, M, irgend zwei. Kugeln, we~
von, zum leichtern Verstindnifs, die eine M, innerbalb
der andern gedacht werden soll, und ferner sei M,
eine beliebige solche Kugel, welche im Zwischenraum
awischen jenen zwei Kugelflichen liegt und sie beriihat.

»Wird eine Reihe Kugeln my, m,, m;, ..... 80 be-
schrieben, dafs jede die drei Kugeln M,, M,, M, be-
riibrt, und dafs sie einander der Ordnung nach beriib-
Ten, 8o ist sie entweder commensurabel, oder picht,
d. h. entweder a) gelangt man, nachdem die Reihe u
Umliufe um die Kugel M, gemacht hat, zu einer nten
Kugel m,, welche wiederum die erste m, berihrt, oder
b) dies tritt nie ein, wenn auch die Reihe unendhcb
fortgesetzt wird."

,Auf diese zwei Umstinde hat weder der Ort, wo
die Kugel M, angenommen, noch die Lage, die' der
ersten Kugel m, der Reihe angewiesen wird, Einflufs,
d. h.“es findet immer derselbe Fall und auf dieselbié
Weise stalt, es mogen die Kugeln M,, m, unter den
vorgenannten Bedingungen angeriommen werden, wo
man will, so dafs also blofs die Grofse und Lage der
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festen zwei Kugeln M,, M, &ber das Vorbandensein
des einen oder andern Falles entscheidet.”

»Sind R,, R, die Radien der Kugeln M,, M,, und
ist A der Abstand ibrer Mittelpunkte von einander, so
bat man fiir den commensurabeln Fall (a.):

(Ry+Ry)* T 16 R,R, Sin = s = A%,
Die untern Zeichen gelten fir den Fall, wo die festen
Kugeln M,;, M, aufser einander liegen.

83) ,Nach Angabe des letzten Satzes (52.) beriih-
ren die drei Kugeln M,, M,, M, einander der Reihe
pach, und jede von ihnen beriihrt die Reihe Kugeln
m,, my, Wy, ...... Es schliefsen sich daran folgende
weilere Eigenschaften.”

a) ,Die drei Kugeln M,, M,, M, sind Glieder
einer iweiten Kugelreihe M,, M,, M;, M,, ..... wo-
von jede alle Kugeln jener ersten Reihe und zugleich
die ibr unmittelbar vorhergehende bertihrt.”

'b) ,Die Mittelpunkte jeder Kugelreihe, fir sich ge-
nommen, liegen in einem Kegelschnitte; die Ebenen
der zwei Kegelschnitte sind zu einander senkrecht, und
die Hauptscheitel eines jeden, sind zugleich die Brenn-
punkte des andern, so dafs also entweder «) beide
Kegelschnitte (gleiche) Parabeln, oder @) der eine El-
lipse und der andere Hyperbel ist”

c) ,Beide Kugelrenhen hingen so von einander
ab, dafs sie zngleich commensurabel, und zu-
glelch incommensurabel sind;

d) und zwar findet fur den commensurabeln Fall
das.folgende me;kwurd:ge Gesetz stait, dafs allemal

Uu 1.

1]

+N=—

ist,
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ist, wobei nimlich U die Zahl der Umldufe und N
die Zabl der Glieder der zweiten Kugelreihe bezeich-
net (82,).”

Die Sitze 80, 81 und 82. habe ich schon in den’
Annales de Mathém, tom. XVIIL, und den Satz 83. im
Journal fiir Mathematik Bd. II, S. 192. zum Be-
weisen vorgelegt. Im nimlichen Bande des Journals
habe ich (S. 290, Lehrs. 59, 60 und 61.) einige beson-
dere Fille des Satzes 82, so wie (S. 96.) eine Aufgabe,
welche den Satz 80 zum Ziele batte, aufgestellt. In
Folge dieser besondern Fille und dieser Aufgabe hat
Clausen im 6ten und 7ten Bande des Journals die
Satze 80 und 81 analytisch bewiesen, ohne dafs er von
jenen Sitzen in den Annalen Kenntnifs gehabt zu haben
scheint; auch sind seine Ausdriicke der Form nach von
den meinigen verschieden. Ein Theil des Satzes 80,
n#mlich (3.), ist schon im ersten Bande (S. 256.) des
genannten Journals von mir bewiesen. Bei spiitern
Entwickelungen wird sich Gelegenheit darbieten, alle
vier Sitze so elementar als moglich zu beweisen. —
Es entstehen verschiedene interessante Fille, wenn man
statt der einen festen Kugel (in 82 u. 83.) eine Ebene,
oder statt des einen festen Kreises (in 80. oder 81.)
eine Gerade oder ein Hauptkreis annimmt.

84) Wenn beim letzten Satze (83.) die Kugelrei-
hen commensurabel sind, so findet in jeder fiir je zwei
Kugeln, die als fest angenommen werden, und zwi-
schen denen, nach der Reihe, nur eine andere Kugel
liegt, wie z. B. fir M;, M, in der zweiten Reihe, die
obige Bedingungsgleichung (82.) statt. Es kann gefragt
werden: ob auch fiir Kugeln, zwischen denen zwei,
oder irgend eine Anzahl x, Kugeln liegen, in gleichem
Sinne eine Bedingungsgleichung statt finde? und wel-

che es sei?

21
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Anmerkung

85) Viele von den vorstchenden Aufgaben und
Sitzen lassen sich mittelst der obigen Correlations-
Systeme (§. 59.), so wie auch zufolge der Anmerkun-
gen (§ 33, § 34, u. §. 48.), auf verschiedene Weise
umwandeln. Welche sind es? und wie lauten die neuen
Aufgaben und Sitze? :

‘ Ende des ersten Theils.

Berlin, gedruckt bei A. Petsch.
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